Lecon 155 : Exponentielle de matrices. Applications.

On désignera par K le coprs R ou C. Soit n > 0 et A, B € M, (K).

1 Définition et premiéres propriétés

Définition 1 (BER 989, ROM 759). On considére par |.|| une norme sur
M, (K) définit, par

n
| Al = gl%xnz |a; ;]
Jj=1
ot les (a;,5);,; sont les coefficients de A.
Proposition 2 (BER 989).

[AB| < [lA[l]|B]|

m

Proposition 3 (BER989). La série Y. ZT est convergente.

m
m<0

Définition 4 (BER 990). On définit alors ’exponentielle de A par

A?n
exp(A) = et = Z —

m<0

Proposition 5 (ROM 761). La fonction exp : M,,(K) = M,,(K) est conti-
nue.

Exemple 6 (ROM 761). ¢’ =1,

Proposition 7 (BER 990, TL2 350, ROM 761 no ref (2 derniers)). L’ex-
ponentielle de matrice vérifie les propriétés suivantes :

1. A et e commutent

2. si A et B commutent alors eAT8 = e4eB

3. e? est inversible d’inverse e~

4. Soit P € GL,(K). Alors eFAP™" = peAp—1

5. det(e?) = T4

6. Si A et B sont semblables, alors e4 et e® sont semblables
7. eM =M

8. HeM)y=eM

Proposition 8 (TL2 351). exp(A) est un polynome en A.

2 Meéthode de calcul

2.1 Cas des matrices diagonalisable

Proposition 9 (no ref, idée BER 993). Soit D = diag(dy, ...d,) € M (K)
une matrice diagonale. Alors exp(D) = diag(e®, ..., e).

Exemple 10 (ROM 761). el» =!I,

Proposition 11 (no ref, idée BER 993). Si A est diagonalisable, il existe
P € GL,(K) et \p,...\, telle que A = Pdiag(\, ..., \,)P~! et on a alors
exp(A) = Pdiag(e*t, ...,e* )P~ 1L,

0

Exemple 12 (TL2 351). C = est a pour valeurs propres

-
0
+im. Elle est donc diagonalisable et il existe P € GL2(C) telle que

C=p! (z(;r _gﬂ) P. Ainsi exp(C) = P (eo e_OiTr) P l=—1.

Proposition 13. Si A est nilpotente d’indice n, exp(A) = 2



0 —m 0 0
Exemple 14 (TL2 351). Posons A = (0 0 et B =  0)
exp(A) =1, + A= ((1) f) et exp(B) =1+ B = (717 (1) .
Remarquons que A + B est égale a la matrice C' de I’exemple 12 mais que
l—-m —7
cxp(A)eap(B) = 5

™

Ceci donne un contre exemple au fait que ede” = eA+5 si A et B ne
commutent pas.

2.2 Décomposition Dunford

Théoréme 15 (GOU 205, modifier pour mieux dans lecon). [DEV 1] Si
X4 est scindé qur K, il existe un unique couple (D, N) de matrices tels que :

1. D soit diagonalisable et N soit nilpotente
2. D et N commutent
3. A=D+ N

Application 16 (GOU 206). Si la décomposition de Dunford de A est
A=D+ N, on a exp(A) = exp(D) x exp(N).

Corollaire 17 (ROM 765, 767). [DEV 1] Soit A € M(K) telle que son
polynéme caractéristique est scindé. A est diagonalisable si et seulement si
exp(A) est diagonalisable.

Exemple 18 (no ref).

3 2 , -, 30 0 2 -
A= (0 3) a pour décomposition de Dunford (0 3> + <0 0) . Ainsi,

eonta) = (0 0V < (1+() 9))
3 Injectivité et surjectivité

3.1 Cas complexe

Définition 19 (BER 989, ROM 759, c¢f TL2 492). On considére par |.|2
une norme sur M, (K) définie par ||Al|2 = +/p(tAA).

Proposition 20 (ROM 767). Si p(A) < 1, la série ) %Ak est conver-
gente.

Définition 21 (TL2 ou ROM 767). Si p(A) < 1, on définit alors la fonction
logarithme matriciel par

In(l, + A) =

Proposition 22. Si p(A) < 1, In(I,, + A) est un polyndme en A.

Proposition 23 (ROM 767). Pour A € M, (C) telle que p(A) < 1, on a
entA) — 14 A

Théoréme 24 (BER 993 ). L’exponentielle de matrice de M,,(C) dans
GL,(C) est surjective. Plus précisément, pour tout P € C[X], il existe
P € C[X] tel que A = P4,

Corollaire 25. Pour toute matrice A inversible, et tout n > 1, il existe un
polynome @ € C[X] tel que A = Q(A)™.

Application 26 (770). Le théoréme 24 nous permet de retrouver le fait
que GL,(C) est connexe par arc.

Contre-exemple 27 (ROM 770). Pour tout k € Z, exp(2ikn) = I,, Cette
exemple montre que I’exponentielle de matrice définie sur M,,(C) n’est pas
injective.

3.2 Cas réelle
Proposition 28. Si A € M, (R), alors e? € GL,(R).

-1 1
0 -1
1. Si il existait A € My(R) tel que B = e, alors tr(A) = 0. Elle ne peut
pas étre trigonalisable dans R sinon z = e~! aurait une solution dans R.
Les valeurs propres A sont donc de la forme iy et —ip ot pu € R.

Si 1 # 0 on arrive a e = B est diagonalisable, et si 1 = 0, on arrive a
tr(A) = —2; donc dans tous les cas on obtient une absurdité. B n’a donc
pas d’antécédent pour 'exponentielle de matrice. Ceci conduit a la propriété
suivante.

Exemple 29 (ROM 779). La matrice B = ( ) est de déterminant



Proposition 30. L’exponentielle de matrice de My (R) dans GL2(R) n’est
pas surjectif.

Théoréme 31 (BER 1000). On a eM»(®) = {M?|M € GL,(R)}

Théoréme 32 (CAL). [DEV2] L’exponentielle de matrice est un homéo-
morphisme de S, (R) dans S;"(R).

4 Application aux systémes d’équations li-
néaires a coefficients constants
Proposition 33 (GOU 380). L’équation différentielle (H) : Y’ = AY a ses

solutions maximales définies sur R, et la solution prenant une valeur donnée
VoeKrent=0est V:R— R"t— elV.

Exemple 34 (no ref :((). On s’intéresse au systéme d’équation différen-
tielle :

' =2x+2
y=x—-y—=z
Z=—x+2y+2z
x
On peut voir ce systéme comme Y/ = AY on Y = |y | et A =
z
2 0 1
1 —1 =1]. xa(X) = —(X —1)3. Le théoréme de Cayley Hamil-
-1 2 2

ton nous donne alors x4 (A) = 0, c’est & dire B®> = 0 en posant B = A — I.
Ainsi, pour tout t € R,

2
exp(tB) = Is + Bt + 532
Comme I3 et A — I3 commutent on a finalement exp(tA) =

exp(tl)exp(tB) = e'(I3 + Bt + %Bz). Ainsi, si Y(0) est fixé dans K", la
solution maximales est définie par V (t) = e!(I3 + Bt + %BQ)V(O).




