Lecon 104: Groupes finis. Exemples et applications.

Les groupes seront noté multiplicativement et 1’élément neutre 1.

1 Généralités sur les groupes finis

1.1 Notion d’ordre

Définition 1 (TL1 p118). Un groupe (G, .) est dit fini si G est de cardinal
fini. On appelle alors ordre de (G, .) ce cardinal.

Définition 2 (BER 151). L’ordre d’un élément g € G est U'ordre de < g >.
Autrement dit, c’est le min{n € N*|¢g" = 1} € N* U {+o0}.

Exemple 3. (Z/nZ,+) ordre n + ordre d’un élément.

Proposition 4 (ROM 2). Soit H un sous-groupe non vide de G. La relation
donné par g1 ~ g2 <= g7 1go € H est une relation d’équivalence.

Notation 5 (ROM). On notera g = gH la classe d’équivalence de g € G.
L’ensemble des classes d’équivalence est noté G/ H et on ’appelle 'ensemble
des classes a gauche modulo H, c’est a dire G/H = {g|g € G}.

Remarque 6 (ROM). On peut définir de la méme maniére la relation
d’équivalence g1 ~ g2 <= 9195 ! ¢ H. L’ensemble des classes Hg forme
alors ’ensemble noté H \ G des classes a droite modulo H. Si G est com-
mutatif, les deux définitions sont les mémes.

Définition 7 (ROM). Soit H un suos groupe de G. Le cardinal de l’en-
semble G/H est noté [G : H| et on 'appelle I'indice de H dans G.

Théoréme 8 (ROM 2). [Théoréme de Lagrange| Soient G un groupe fini
d’ordre n > 2 et H un sous-groupe de G. Pour tout g € G on a card(gH) =
card(H) et card(G) = |G : H]card(H), donc lordre de H divise celui de G.

Corollaire 9 (no ref). L’ordre d’un élément de G divise I'ordre de G.

1.2 Sous-groupe distingué et simplicité

Définition 10. On dit que H est un sous-groupe distingué (ou normal) de
G si pour tout g € G, on a gH = Hg.

Proposition 11. Un sous-groupe H de G est distingué si et seulement si
pour tout g € G on a gHg™ ' = H.

Exemple 12. {1} et G sont toujours des sous-groupes distingué de G.
Si G est commutatif, tout sous-groupe est distingué.

Définition 13. Un groupe G est dit simple si ses seuls sous-groupes dis-
tingués sont {1} et lui-méme.

Proposition 14 (BER 149). Tout sous-groupe de G d’indice 2 est distingué
dans G.

Contre-exemple 15 (

). Le groupe alterné Ag qui est d’ordre 12 ne contient pas de
sous-groupe d’ordre 6. Ce résultat montre que la réciproque du théoréme
de Lagrange est fausse.

2 Action de groupe

Définition 16 (Rom 19 E—> X; TL2 58). On dit que G opére a gauche
sur X si on a une application de G x X dans X, notée (g,z) — g - x telle
que :

1. Vg,he GVx € X,c-(h-x) = (gh) -z

2.Vee X,1-z=x
Une telle application est appelée action & gauche de G sur E. On peut
définir de maniére analogue 'action & droite.

Exemple 17 (TL2 66). Considérons l'action (g, h) € G2 — ghg~!. On peut
définir cette action pour tout groupe G, on dit que G agit sur lui-méme par
conjugaison.



Définition 18 (TL2 65, 69). Pour tout a € X, 'orbite de a sous 'action
de G est : Orb(a) = {g-alg € G}.

L’ensemble des g € G laissant fixe x est appelé stabilisateur de x. Il et noté
Stab(z). Autrement dit Stab(z) = {g € G|g -« = x}.

Théoréme 19 (ROM 21, TL2 73). Pour tout z € X
1. g — g-a de G dans X induit une bijection de G/Stab(a) sur Orb(a).
2. Lorbite G - a est finie si et seulement si Uindice [G : Stab(a)] = [G :
Stab(a)]

3. Si G est fini, Orb(a) est également fini et |Orb(a)| = ki

|stab(a)|

Proposition 20 (CAL 303). Si G est un groupe fini agissant sur X, le
cardinal de I’ensemble de ces orbites vérifie :

X/G| = ﬁ S |Fia()

geG

Application 21 ( DEV 1). Soit G un groupe d’ordre n et Z(G) son centre.
On note pg la probabilité que deux éléments h, g de G choisis indépendam-
ment et de fagon équiprobable commutent.

1. Si G est non abélien, p < g
k

2. Si k est le nombre de classe de conjugaison, alors p = *

3 Autour de Z/nZ

3.1 Le groupe additif Z/nZ et cyclicité

Proposition 22 ( No ref, BER 32 un peu). (Z/nZ, +) est un groupe additif,
ou (a,b)—a+b=a+b.

Définition 23. On dit qu’'un groupe fini G est cyclique si il existe un
élément g de G tel que G =< g >.

Proposition 24 (TL1 131, ROM 280, BER 32, mixte). Pour tout n > 1,
(Z/nZ,+) est un groupe cyclique d’ordre n. Ses éléments sont 0,1, ...,n — 1.

Théoréme 25 ( ROM 14, BER 156). Soit G un groupe cyclique d’ordre
n. Alors il est isomorphe & (Z/nZ,+).

Proposition 26 ( ROM 283). Soit a € Z. LASSE :

1. @ est inversible dans Z/nZ
2. a est premier avec n
3. @ est un générateur du groupe cyclique (Z/nZ,+)

Proposition 27 (ROM 14). Si G =< g > est un groupe cyclique d’ordre
n, alors ses générateurs sont les g%, ott 1 < k < n — 1 est premier avec n.

Proposition 28 (No ref). G cyclique ssi il admet un élément g d’ordre
card(G). On a alors G =< g >.

Corollaire 29 (un peu ROM p14). Un groupe d’ordre premier est cyclique,
et tout ses éléments sont générateurs.

Exemple 30. Soit n € N*. L’ensemble des racines complexes n-iéme de
P'unité U, est cyclique engendré par e™» . Il est donc d’ordre n et ainsi on
alU, ~Z/nZ.

Proposition 31 (No ref). Tout sous groupe d’un groupe cyclique est cy-
clique.

3.2 Théoréme de structure

Théoréme 32 (thm chinois). [TL1 149] Soient myq,..,m, > 2 des entiers
premiers entre eux deux & deux (r > 2). On note M leur produit. Etant
donné des entiers aq, .., a,, considérons le systéme de congruences :
(S):zx=a; [mi] (1=1,....,7)

Ce systéme posséde une solution x € Z qui est unique modulo M.

Corollaire 33 (TL1 150). Soient my,..,m, > 2 des entiers premiers entre
eux deux & deux (r > 2). On note M leur produit. On a alors :

Z/MZ ~Z)m;Z X ... x L]m,Z
Théoréme 34 (BER 364). [théoréme de structure des groupes abéliens de
type fini, ADMIS] Soit G un groupe abélien de type fini. Alors, il existe des
entiers r, s < 0 et des entiers dy, ..,ds < 2 vérifiant dy|...|ds tels que

G~7r x LT x T)dsT.

Exemple 35 (No ref). Classification des groupes abéliens de petit ordre



3.3 Groupe multiplicatif

Proposition 36. ((Z/nZ)*, x) est un groupe, c’est 'ensemble des éléments
inversible de Z/nZ.

Proposition 37. Soient a,b € (Z/nZ)* d’ordre respective o(a), o(b). Alors
si o(a) et o(b) sont premiers entre eux, on a o(ab) = o(a)o(b).

Lemme 38. Notons m = ppem({o(z)|z € (Z/nZ)*}. Alors (Z/nZ)* pos-
séde un élément d’ordre m.

Théoréme 39. Soit p > 3 premier. Alors (Z/pZ)* est cyclique.
Remarque 40. Déterminer ces générateurs est un probléme "difficile".

Théoréme 41 (cf preuve Rostam ou EWna). Tout sous-groupe fini du
groupe multiplicatif d’un corps est cyclique.

Corollaire 42. F est cyclique, et on a méme F, ~Z/(p — 1)Z

4 Un groupe non abélien : G(E)

On suppose connues les premiéres notions autour de G(E) (définition,
support, orbites, cycles, transpositions, signature).

4.1 Générateurs de &(E)

Lemme 43. Soit w une o-orbite & p éléments et soit a € w. Alors, p est le
plus petit entier positif tel que o”(a) = a et on a w = {a,o(a),...,c?"1(a)}.

Lemme 44. Soit w € Q*. On définit o, € S(F) par o, (a) =oc(a) sia € w
et o,(a) = a si a ¢ w. Alors o, est un cycle de support w, et pour tout
a€w,onao, =(a oa)..oP 1(a)), ot p est lenombre d’éléments dans
w.

De plus, tout p-cycle est de cette forme.

Théoréme 45 ( BER 204, ROM42 DEV 1). Soit ¢ € &(E). Alors o se
décompose en produit de cycles a support disjoints, et cette décomposition
est unique a l'ordre des facteurs prés. Cette décomposition est donnée par :

o= ][] ow ou Q* représente I'ensemble des o-orbites non réduite & un
wen*
singleton.

Corollaire 46 (BER 206, DEV 1). G(F) est engendré par

1. les cycles.

2. les transpositions.

Corollaire 47 (BER 207, DEV 1). &,, est engendré par
1. les transpositions (k k+ 1) pour 1 <k <n-—1
2. les transpositions (1 k+ 1) pour 1 <k <n-—1
3. (12) et (12..n)

Exemple 48. (12345678)(43265871) a pour décomposition en cycle
(1468)(23) et pour décomposition en transposition (14)(46)(68)(23)

Application 49 (ROM 53). [Cayley] Tout groupe G est isomorphe a un
sous groupe de &(G).

4.2 Le sous groupe alterné

Définition 50. Le groupe alterné, noté 2,,, est ’ensemble des permutations
de &,, de signature 1.

Proposition 51. 2, est un sous groupe distingué de &,, de cardinal %’
Exemple 52. La sginature d'un p-cycle o est (—1)P~1.

Proposition 53. Sin > 3, le groupe alterné 2A,, est engendré par chacune
des familles suivantes :

1. les produits de deux transpositions

2. les 3-cycles.

Théoréme 54 (DVP 2). Soit n > 3. Le groupe alterné 2, est simple si et
seulement si n # 4.



