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1 Contexte

On considère I un intervalle non trivial de R, et f : I Ñ́ I continue.

Définition 1. On dit que x est un point périodique pour f si la suite définie par u0 “ x, un`1 “

fpunq est périodique.

On montre alors le théorème suivant :

Théorème 2. Si f admet un point de période 3, alors f admet un point de période n pour tout
n ě 1.

On peut reformuler le théorème ainsi : 3-cycle “ñ chaos.
Ce théorème est un cas particulier du résultat suivant, qui est le vrai "théorème de Sarkovski".

Définition 3. On définit l’ordre de Sarkovski sur N ainsi : On range d’abord les impairs dans
l’ordre, puis les impairs fois deux, puis les impairs fois 22, et ainsi de suite. On termine alors par les
puissances de 2 dans l’ordre décroissant (1 est le plus grand élément pour cette relation d’ordre).

Un dessin vaut mieux que de longs discours :

Théorème 4 (Sharkovski). Si n Ÿ m dans l’ordre de Sharkovski, alors l’existence d’un point
n-périodique implique l’existence d’un pointm périodique.

La preuve est élémentaire, utilise des résultats combinatoires, et pourrait être accessible au
lycée. Néanmoins, elle est longue, nous nous contenterons du cas n “ 3. Ce document méri-
terait plus de dessins et de schémas, si je deviens bon un jour en la matière, je le compléterai
avec.

2 Notations et premiers résultats

La fonction f fixée est toujours la même. On se permettra de nommer nos intervalles I (l’in-
tervalle fixé pour f ne réapparaîtra pas)

Définition 5. Soit I et J des segments. On dit que I f -recouvre J si fpIq Ą J . On notera I ⇝ J .

On a la propriété suivante, vue mainte et mainte fois en sup :
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Propriété 6. Si I ⇝ I , f admet un point fixe sur I .

On a aussi :

Propriété 7. Si I ⇝ J , il existe K Ă I un segment tel que fpKq “ J .

Un dessin rend la démonstration évidente. On note J “ ra, bs, α, β des antécédents de a et
b par f dans I . On prend u “ max tx P rα, βs, fpxq “ au et v “ min tx P ru, βs, fpxq “ bu.
Alors ru, vs convient clairement. Justifions le : Si fpru, vsq Č J , disons qu’il existe t ă a,
t R fpru, vsq, alors il existe un point dans rt, vs tel que fpcq “ a, ce qui contredit la maximalité
de u. Encore une fois, un dessin convient. Exercice : trouver toutes les interventions du TVI...

Propriété 8. Supposons que l’on ait le cycle de recouvrement suivant : I0 ⇝ I1 ⇝ ¨ ¨ ¨ In´1 ⇝ I0.
Alors il existe x P I0 tel que fn

pxq “ x, et fk
pxq P Ik pour tout 0 ď k ď n ´ 1.

Démonstration. Le lemme précédent donne l’existence d’un segment J1 Ă I1, fpJ1q “ I1. Et
comme f 2

pJ1q Ą fpJ1q Ą I1, il existe J2 Ă J1, f
2
pJ2q “ I2. On répète l’opération jusqu’à

obtenir Jn, fn
pJnq “ I0. En particulier, fn

pJnq Ą Jn, et fn a donc un point fixe sur Jn par le
lemme, notons le x. On a alors fk

pxq P fk
pJnq Ă fk

pJkq “ Ik, ce qui conclut.

Il faut détailler ce que l’on fait, c’est le passage le plus délicat : on pourrait être tenté de dire :
I0 ⇝ I0, prendre un xn P I0 et lui prendre des antécédents successifs. Le problème, c’est
que rien ne dit qu’on retombe bien sur x0 “ xn. on trouve des segments emboîtés vérifiant
fk

pJkq “ Ik, c’est ce qui fait que ça marche.

3 Preuve du théorème

Soit a un point d’ordre 3. On note b “ fpaq, c “ f 2
paq. par symétrie des rôles, on peut

supposer a ă b et a ă c. (remarque : on ne peut pas supposer a ă b ă c) Traitons d’abord
le cas où a ă b ă c. On note I0 “ ra, bs, I1 “ rb, cs. Le TVI indique que I0 ⇝ I1, I1 ⇝ I0 et
I1 ⇝ I1.
I1 ⇝ I1 donne l’existence d’un point fixe, donc d’un cycle d’ordre 1. On a le cycle de recouvre-
ment I0 ⇝ I1 ⇝ I0. Donc par la propriété vue précédemment, on a x P I0 tel que f 2

pxq “ x.
Si fpxq “ x, alors x P I0 XI1 et x “ b, or fpbq “ c ‰ b. Donc x est bien un point 2-périodique.

Pour n ě 4, on a I0 ⇝ I1 ⇝ I1 ⇝ ¨ ¨ ¨ ⇝ I0, où I1 apparaît n ´ 1 fois. Donc fn admet
un point fixe dans I0 tel que fk

pxq P Ik pour 1 ď k ď n ´ 1 par la propriété. A nouveau,
x ‰ fk

pxq pour 1 ď k ď n ´ 1 car alors x P I0 X I1 et x “ b or a “ f 2
pbq ‰ I1. On a donc

trouvé un cycle d’ordre n.

4 Ca se trouve où?

Oraux X ENS, Analyse 1 ou 2 je sais plus (celui qui fait de l’analyse réelle)
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5 Et les recasages?

Toutes les leçons de suite, continuité dérivabilité. C’est original, intéressant, et ça se présente
super bien. Le théorème peut se démontrer en assez peu de temps. Ca laisse le temps de parler
du théorème général - ce qui devrait intéresser le jury - ou encore de donner un exemple (dans
le Cassini, l’exercice qui suit le développement est un exemple non trivial et très intéressant
qui peut amener à des questions.)
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