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1 Lemme de Watson
Soit f :s0, `8rÑ R continue, intégrable au voisinage de 0 et à croissance au plus exponentielle en l’infini. On suppose de

plus que f admet un développement asymptotique en 0 :

fpxq “ a0xα0 ` . . . ` anxαn ` O0pxαn`1 q ´ 1 ă α0 ă . . . ă αn`1

Calculons un DA de Lpfq en l’infini

Remarque 1. Intuitivement, lorsque x ÞÑ 8, Le comportement de
ş`8

0 e´xtfptqdt est dicté par celui de f en 0 car e´xt devient
négligeable sauf en 0. On aplati la fonction f par une fonction exponentielle de plus en plus marquée.

1.1 La queue de l’intégrale est négligeable
Soit b ą 0 et x au voisinage de 8

ş`8

0 e´xtfptqdt “
şb

0 e´xtfptqdt `
ş`8

b
e´xtfptqdt

Or |
ş`8

b
e´xtfptqdt| ď

ş`8

b
e´xtAeatdt

ď A
x´a ea´xb “ o8pe´xbq

D’où
ş`8

0 e´xtfptqdt “
şb

0 e´xtfptqdt ` o8pe´xbq

1.2 Etude au voisinage de 0
On note ϵpxq :“ fpxq ´ pa0xα0 ` . . . ` anxαn q. Alors

şb

0 e´xtfptqdt “
řn

k“0 ak

şb

0 tαk e´xtdt `
şb

0 ϵptqe´xtdt

:“ S ` T

Or
şb

0 tαk e´xtdt “
şb

0p u
x qαk e´u 1

x du

“
Γpαk`1q

xαk`1 ` o8pe´xbq par 1.1

Donc S “
řn

k“0 ak
Γpαk`1q

xαk`1 ` o8pe´xbq

Pour le reste R, comme ϵ est négligeable devant xαn`1 en 0 et continue sur r0, bs, il existe C ą 0 tel que

|R| ď
şb

0 Ctαn`1e´xtdt

ď C Γpαn`1`1q

xαn`1`1 ` O8pe´bxq

“ O8p 1
xαn`1`1 q Comme précédemment

1.3 Conclusion
Finalement

Lpfq “

n
ÿ

k“0
ak

Γpαk`1q

xαk`1 ` O8p
1

xαn`1`1 q
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2 Méthode de Laplace appliquée à la fonction Gamma
Le lemme de Watson permet l’étude des intégrales de Laplace, c’est à dire les intégrales de la forme

ş

exφptqfptqdt où φ
est une fonction régulière. Intuitivement, le comportement en l’infini d’une telle intégrale est dicté par le comportement de f
au voisinage des maximum de φ.

Plutôt que de décrire la méthode générale, on va l’appliquer à la fonction Γ pour retrouver l’équivalent de Stirling.

2.1 Introduction
Soit x au voisinage de l’infini, par définition Γpx ` 1q “

ş`8

0 txe´tdt. Pour se ramener à une intégrale de Laplace, on fait
le changement de variable u “ t{x. On obtient Γpx ` 1q “ xx`1 ş`8

0 expln u´uqdu. On pose alors φpuq :“ ln u ´ u. La fonction
φ possède un maximum en 1. Etudions d’abord l’intégrale à droite de ce maximum.

2.2 Changement de variable
On veut se ramener à une transformée de Laplace. Il est donc naturelle d’effectuer le changement de variable v “ ´φpuq.

u ÞÑ ´φpuq est bien continue et bijective de r1, `8r dans r1, `8r. Par théorème d’inversion c’est un difféomorphisme de
s1, `8r sur lui même et on peut faire le changement de variable.

ş`8

1 exφpuqdu “
ş`8

1 e´xvp´φ´1q1p´vqdv

“ ´e´x
ş`8

0 e´xvpφ´1q1p´v ´ 1qdv

Pour appliquer le lemme de Watson il faut maintenant vérifier ses hypothèses et calculer un DA en 0 de fpvq :“ pφ´1q1p´v´

1q.

2.3 Etude de f

Soit v dans s1, `8r,

fpvq “
1

φ1pφ´1p´v ´ 1qq
“

ˆ

1
φ´1p´v ´ 1q

´ 1
˙´1

Tout d’abord, en l’infini, on a lim`8
φpuq

u “ ´1 donc par continuité de φ et φ´1, lim`8
φpφ´1

p´v´1qq

φ´1p´v´1q
“ ´1 et φ´1p´v ´

1q „`8 ´v. Finalement fpvq „`8 v et f est bien à croissance sous-exponentielle.
Calculons maintenant un DA en 0 de gpvq :“ φ´1p´v ´ 1q. Par continuité de g, il existe ϵ définie au voisinage de 0 telle

que gpvq “ 1 ` ϵpvq et ϵpvq “ o0p1q. Ainsi

φ´1p´v ´ 1q “ 1 ` ϵpvq

et en appliquant φ ´v ´ 1 “ lnp1 ` ϵpvqq ´ 1 ´ ϵpvq

“ ϵpvq ´
ϵpvq

2

2 ` O0pϵpvq3q ´ 1 ´ ϵpvq

v “
ϵpvq

2

2 ` O0pϵpvq3q

Ainsi d’une part comme ϵpvq “ o0p1q et que ϵ ne s’annule pas (car φ´1 est bijective) en divisant par ϵpvq2 on obtient
2v

ϵpvq2 “ 1 ` Oopϵpvqq donc ϵpvq „0 p2vq1{2. D’autre part en réinjectant cet équivalent dans l’égalité précédente on obtient

ϵpvq
2

2 “ v ` O0pv3{2q

ϵpvq “ p2v ` O0pv3{2qq1{2

ϵpvq “ p2vq1{2 ` O0pvq

Et finalement gpvq “ 1 ` 21{2v1{2 ` O0pvq. On en conclut

fpvq “

´

1
1`21{2v1{2`O0pvq

´ 1
¯´1

“ p´21{2v1{2 ` O0pvqq´1

“ ´1?
2 v´1{2 ` O0p1q
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2.4 Application du lemme de Watson
Le lemme de Watson appliqué à

ş`8

0 e´xvpφ´1q1p´v ´ 1qdv donne donc :

ş`8

0 e´xvpφ´1q1p´v ´ 1qdv “ ´1?
2

Γp1{2q

x1{2 ` O`8p 1
x q

ş`8

1 exφpuqdu “
?

π
?

2
e´x

x1{2 ` o`8pe´xq

On procède le même manière pour calculer
ş1
0 exφpuqdu et on trouve le même résultat. Finalement

ş`8

0 exφpuqdu “
?

2π e´x

x1{2 `

o`8pe´xq. Et en conclusion
Γpx ` 1q „`8 xxe´x

?
2πx
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