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1 Lemme de Watson

Soit f :]0, +oo[— R continue, intégrable au voisinage de 0 et & croissance au plus exponentielle en l'infini. On suppose de
plus que f admet un développement asymptotique en O :

f(x) = apz® + ... + apz™ 4 Op(z“"*) —l<ap<...<Qni1

Calculons un DA de £(f) en linfini

Remarque 1. Intuitivement, lorsque x — o0, Le comportement de ; * et F(#)dt est dicté par celui de f en 0 car e™** devient
négligeable sauf en 0. On aplati la fonction f par une fonction exponentielle de plus en plus marquée.

1.1 La queue de l’intégrale est négligeable

Soit b > 0 et x au voisinage de oo

Tesatf(tydt = §ye T f(t)dt + 5y et (t)dt
Or \g T f)dt] < §7 et Aetat
< At =0y (e7™)
Dot §FFemf(t)dt = §oemf(t)dt + o (e ™)
1.2 Etude au voisinage de 0
On note €(z) := f(x) — (agx™ + ...+ apz®). Alors
Sg ety = Y _pak SS toR e~ "t dt + SS e(t)e tdt
= S+T
Or
SS t%e~"tdt = So ke Lduy
= 72&2‘:11) + 00 (e7b) par 1.1
Donc S = Yi_oak Fﬁ:ﬂ) + 00 (e7)

Pour le reste R, comme € est négligeable devant x®7+! en 0 et continue sur [0, b], il existe C > 0 tel que

IRl < §lCtensietdt
CL@n+1+1) + O (e7)

p¥nt1t1

N

= Oy (790%11 ) Comme précédemment

1.3 Conclusion

Finalement



2 Meéthode de Laplace appliquée a la fonction Gamma

Le lemme de Watson permet 'étude des intégrales de Laplace, c’est & dire les intégrales de la forme {e®(t) f(t)dt ou ¢
est une fonction réguliere. Intuitivement, le comportement en 'infini d’une telle intégrale est dicté par le comportement de f
au voisinage des maximum de (.

Plutot que de décrire la méthode générale, on va l'appliquer a la fonction I' pour retrouver ’équivalent de Stirling.

2.1 Introduction

Soit 2 au voisinage de l'infini, par définition I'(x + 1) = SS_ “tre~tdt. Pour se ramener A une intégrale de Laplace, on fait

le changement de variable u = t/x. On obtient I'(x + 1) = 2*+! SJOO e®Inu=)dy, On pose alors ¢(u) := Inu — u. La fonction
@ posséde un maximum en 1. Etudions d’abord l'intégrale a droite de ce maximum.

2.2 Changement de variable

On veut se ramener & une transformée de Laplace. Il est donc naturelle d’effectuer le changement de variable v = —p(u).
u — —¢(u) est bien continue et bijective de [1,+00[ dans [1,+0o[. Par théoréme d’inversion c’est un difféomorphisme de
]1, +00[ sur lui méme et on peut faire le changement de variable.

Sfoo Wy = [ e (—p ) (—v)dv
= e T e (e (—v — 1)do
Pour appliquer le lemme de Watson il faut maintenant vérifier ses hypotheses et calculer un DA en 0 de f(v) := (¢~ 1) (—v—
1).
2.3 Etude de f
Soit v dans ]1, +00],

1 1 B
flv) = P (—v—1) (cp‘l(—v -1 1)

®(u)

1
Tout d’abord, en I'infini, on a lim, o, €% = —1 donc par continuité de ¢ et ¢!, lim el (tv=b) _

Y ~let ot (—v—
e~ (-v-1)
1) ~4o —v. Finalement f(v) ~;q v et f est bien & croissance sous-exponentielle.

Calculons maintenant un DA en 0 de g(v) := ¢~ !(—v — 1). Par continuité de g, il existe ¢ définie au voisinage de 0 telle

que g(v) =1+ €(v) et €(v) = 0p(1). Ainsi

e H=v—=1) = 1+¢(v)
et en appliquant ¢ —v—1 = In(1+€¢w)—1—¢€()
e(v 2
= €(v) — L+ 0p(e(v)?) — 1 — e(v)
e(v 2 :
v o= 4 O(e(v)?)
Ainsi d’une part comme e(v) = o0¢(1) et que € ne s’annule pas (car ¢! est bijective) en divisant par €(v)? on obtient

2v

o =1+ O,(€(v)) donc e(v) ~¢ (2v0)/2. D’autre part en réinjectant cet équivalent dans 1’égalité précédente on obtient

6(12))2 v+ Op(v3/2)
(v) (20 + Op(v¥?)) 2
e(v) (20)1/2 + Op(v)

€

Et finalement g(v) = 1 4 2202 4 Oy(v). On en conclut

-1
1
flo) = (1+2/—/+O() - 1)
= (=222 4 Oy(v))~?
= %071/2 + 00(1)



2.4 Application du lemme de Watson

Le lemme de Watson appliqué a S;OO e (o1 (—v — 1)dv donne donc :

1502 4 0,(d)

(—)&-ooe—zv(sa—l)/(_v_l)dv _ % 13
e = G orn(e)

On procede le méme maniere pour calculer Sé e dy, et on trouve le méme résultat. Finalement SS— * ere(u) gy = +/ 2#21;; +

01+00(e™"). Et en conclusion
D(x+1) ~1o z%e "V 2m2x



