Formule des compléments

Chen Thomas
t.chen.thomas]1[at|gmail.com

17 mai 2024

Attention

1. Ce document contient certainement des coquilles. N’hésitez pas a me le signaler. De méme si vous avez
une question.

2. Pour les recasages, ce sont les miens mais ce développement se case peut-étre ailleurs et je n’y ai pas

réfléchi.

3. Il se peut que ce développement dure plus de 15 minutes. J’ai essayé de le découper pour faire des

recollements personnalisés.

Lecons

e 236 : Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une ou plusieurs

variables.
e 245 : Fonctions holomorphes et méromorphes sur un ouvert de C. Exemples et applications.
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C’est fait dans |1] mais je ne suis pas allé vérifié — je n’ai pas ce livre —. Cette méthode a l’avantage
d’appliquer le théoreme des résidus sur un contour simple.

™

Proposition 1. Soit s €]0,1[. Alors I'(s)I'(1 — s) = — )
sin(7s

Démonstration. Déja, T' est une fonction définie sur R™ donc I'(s)I'(1 — s) existe pour tout s €]0,1[. Fixons
s €]0,1[. On a

+oo +oo +o0o +oo
L(s)I'(1 —s) = / ts_le_tdt/ ey = / (/ ts_le_tx_se_xdx> dt
0 0 0 0

On réalise dans l'intégrale intérieure le changement de variable = ut qui est un C!-difféomorphisme de R**
dans R : on a

+oo +0o0 +00 +oo
[(s)I'(1—s) = / (/ t31etustse“ttdu> dt = / / e t0FW s gy | dt
0 0 0 0 v
::fs(uzt)

Ainsi, fs(u,t) étant positive, par Fubini-Tonelli, on a donc

Ls)'(1—s) = /O+OO (/0+oo fs(u,t)du> dt = /O—i-oo (/[)+oo fs(u,t)dt) du = /0+oo % </0+oo e_t(l"'“)dt) du

__1
T 14w
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Finalement,
T'(s)I'(1 o 1 d
=) = [ e
On considére a = 1 — s. Alors

+o0 g,a0—1
u
du.

I'(l—a)l(a) =T(s)T'(1—s) = /0 1+u

On réalise le changement de variable u(v) = ¢’ qui est un C!-difféomorphisme de R dans R** :

ea'l)

1+ev

dv.

T(s)T(1 - s) = /0+°°

1+e*
Soit I', le contour suivant :

Soit f:2€ C — [ est holomorphe sur C\{im + 2iwZ}. On souhaite utiliser le théoréme des résidus.

On note I' le chemin ci-contre et R > 0. Alors par le théoréme des
résidus, étant donné que ce contour n’est autour que d’un seul pole — i7

/ f(2)dz = 2inRes(f,in).
r

contour.png On a

z —am

(z —im)f(z) = eazm v el = _ el — Res(f, im).

On a donc / f(2)dz = —2ime'®™. En regardant le chemin T, on a
r

—R+2im

Fia 1 — Cont t _ R R+2im —-R
1 IGURE ontour rectangu / F(2)dz :/ f(;g)dgm-/ f(z)dz+ f(Z)dZ—l-/ f(z)dz.
aire r “R R R+2im — R+42im

On réalise les changements de variables suivants pour les intégrales 2, 3,4 respectivement : z = R + it pour
t allant de 0 a 27, z = x + 2¢7 pour x allant de R & —R, z = —R + it pour ¢ allant de 27 a 0. On obtient alors

R+-2im 21 eaReait eaR 2 1 27T
dz| = — dt| < — | ————<elDE_Z__ 0 (a—1<0).
/R f(Z) - /0 Zl + eRett ‘ — el ‘/0 ‘efR + elt‘ =¢ 1—e B Rotoo (a )
>1—e R
—R+2im —-R eaa:GZiaﬂ ) R
/ f(z)dz = / ————dr = —62“”/ f(x)da.
R+2im R 1+ e®®esm R
—-R 0 e—aReait 2T 1 27T
dz| = / ) —————=—dt| < wR/ — < 5 0(a>0).
‘/—R+2m fz)dz T4 e Reit ’ = 0 |1+e fef) ~ 1 F Rt (a>0)
—_———

>l—e R

Ainsi, on a, puisque f est intégrable,

. R )
(1 — e*am) / f(z)de — —2ime'®™
—-R R—+o00

Ainsi, 4
—9wetar %
T(a)(1-a)= —"C _—q L —

1— e2ia7r eimr _ e—iaﬂ' sin(aw) :
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