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Attention
1. Ce document contient certainement des coquilles. N’hésitez pas à me le signaler. De même si vous avez

une question.
2. Pour les recasages, ce sont les miens mais ce développement se case peut-être ailleurs et je n’y ai pas

réfléchi.
3. Il se peut que ce développement dure plus de 15 minutes. J’ai essayé de le découper pour faire des

recollements personnalisés.
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• 243 : Séries entières, propriétés de la somme. Exemples et applications.
• 245 : Fonctions holomorphes et méromorphes sur un ouvert de C. Exemples et applications.
• 261 : Loi d’une variable aléatoire : caractérisations, exemples, applications.
• 264 : Variables aléatoires discrètes. Exemples et applications.
• 266 : Utilisation de la notion d’indépendance en probabilités.
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Lemme 1. (Hadamard)

Soit f = u + iv avec u, v réelles. On suppose que f est entière, ∀z ∈ C, f(z) =
+∞∑
n=0

anzn. On note

A(r) = sup
|z|=r

ℜ(f)(z).

Alors

1. ∀n ∈ N∗, ∀r > 0, |an| ≤ 2A(r) − u(0)
rn

.

2. Si d ∈ N est tel que A(r) = Or→+∞(rd), alors f est polynômiale de degré au plus d.

Démonstration. 1. A r > 0 fixé, θ 7→
+∞∑
n=0

anrneinθ converge normalement vers f(reiθ). Par interversion

série-intégrale, on a donc, pour n ∈ N

1
2π

∫ 2π

0
f(reiθ)e−inθdθ =

+∞∑
k=0

akrk 1
2π

∫ 2π

0
ei(k−n)θdθ = anrn (1)
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et
1

2π

∫ 2π

0
f(reiθ)einθdθ = 0. (2)

En réalisant (1) + (2), on a

anrn = 1
π

∫ 2π

0
u(reiθ)e−inθdθ = 1

π

∫ 2π

0
(u(reiθ) − A(r))e−inθdθ

puisque
∫ 2π

0
e−inθdθ = 0. Ainsi,

|an|rn ≤ 1
π

∫ 2π

0
|u(reiθ) − A(r)|dθ = 2(A(r) − u(0))

puisque A(r) ≥ u(reiθ). On a utilisé (1) et pris la partie réelle :

a0 = 1
2π

∫ 2π

0
f(reiθ)dθ

donne alors
u(0) = 1

2π

∫ 2π

0
u(reiθ)dθ.

2. Ainsi, si A(r) ≤ Crd pour r assez grand, alors

|an| ≤ 2A(r) − u(0)
rn

≤ 2Crd − u(0)
rn

−→
r→+∞

0

lorsque n > d. Ainsi, |an| = 0 pour n > d donc f est de degré au plus d.

Théorème 2.
Soit X, Y deux variables aléatoires indépendantes à valeurs dans N telles que Z = X + Y . Si Z ∼ P(λ), alors
X, Y suivent une loi de Poisson.

Démonstration. La stratégie consiste à regarder les séries génératrices. Soit f(z) = GX(z) =
∑
n≥0

anzn ; g(z) =

GY (z) =
∑
n≥0

bnzn avec ∀n ∈ N, an = P(X = n), bn = P(Y = n). Ainsi, le rayon de convergence de f et g est au

moins 1.
Par hypothèse, GZ(z) =

∑
n≥0 e−λ λn

n! zn = eλ(z−1) et ceci est vrai pour tout z ∈ C. Par indépendance, on a

∀|z| ≤ 1, GZ(z) = GX(z)GY (z)

donc ∀|z| ≤ 1, eλ(z−1) = f(z)g(z). Ainsi, par produit de Cauchy,

∀|z| ≤ 1, f(z)g(z) =
∑
n≥0

anzn
∑
n≥0

bnzn =
∑
n≥0

 ∑
p+q=n

apbq

 zn =
∑
n≥0

e−λλn

n! zn.

Par unicité des coefficients d’une série entière, on a

∀n ∈ N,
∑

p+q=n

apbq = e−λλn

n! .

En particulier, anb0 ≤ e−λλn

n! donc puisque a0b0 = 1, a0 et b0 sont non nuls et

an ≤ e−λλn

n!b0
.
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Ainsi, f a un rayon infini et un raisonnement similaire donne que g a un rayon infini. Par le principe de
prolongement analytique, on a donc

∀z ∈ C, f(z)g(z) = eλ(z−1).

De plus, f, g sont entières et sans zéros puisque leurs produits ne s’annulent jamais. Il existe alors F, G entières 1

telles que
f = eF ; g = eG. (3)

On veut donc montrer que F et G sont polynômiales de degré au moins 1. Pour ce faire, il suffit d’obtenir∣∣∣∣∣ sup
|z|=r

ℜ(F )(z)
∣∣∣∣∣ ≤ Cr

pour r assez grand. Mais pour tout |z| = r ≥ 1, on a

|f(z)∥ =

∣∣∣∣∣∣
∑
n≥0

anzn

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
n≥0

|an|rn = f(r)

car an ≥ 0 pour tout n ∈ N. Puisque b0 ≤ g(r), on a donc

b0f(r) ≤ g(r)f(r) = eλ(r−1).

Ainsi, il existe une constante C réelle telle que

|f(z)| ≤ Ceλ(r−1) ; |g(z)| ≤ Ceλ(r−1)

avec r = |z|. Ainsi, vu 3, on a

eℜ(F )(z) ≤ Ceλ(r−1) ; eℜ(G)(z) ≤ Ceλ(r−1).

On passe au logarithme népérien. On a donc

ℜ(F )(z) ≤≤ ln(C) + λ(r − 1) ; ℜ(G)(z) ≤≤ ln(C) + λ(r − 1)

et ceci tient pour tout |z| = r ≥ 1. Ainsi, F, G vérifie le lemme. Il existe α, β, γ, δ tel que ∀z ∈ C, F (z) =
αz + β, G(z) = γz + δ.

Puisque f(1) = g(1) = 1, on a donc α = −β, γ = −δ donc

∀z ∈ C, f(z) = exp(α(z − 1)), g(z) = exp(γ(z − 1)).

En remarquant que α = f ′(1) = E[X] ≥ 0, β = E[Y ] ≥ 0, X ∼ P(α), Y ∼ P(γ) car les fonctions génératrices
caractérisent la loi.

1. En effet, si U est un ouvert étoilé et f holomorphe sur U ne s’y annulant pas, il existe g holomorphe sur U telle que f = eg.
Déjà, e−gf est constante si, et seulement si, g′ = f ′/f . f étant holomorphe sur U , f ′ et f ne s’y annulant pas, 1/f aussi donc f ′/f
est holomorphe. Elle admet donc une primitive que l’on note g. On a donc g′ = f ′/f donc e−gf est constante, disons α. exp étant
surjective de C dans C∗, on a donc β tel que eβ = α. La fonction g + β convient.
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