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Attention

1. Ce document contient certainement des coquilles. N'hésitez pas a me le signaler. De méme si vous avez
une question.

2. Pour les recasages, ce sont les miens mais ce développement se case peut-étre ailleurs et je n’y ai pas
réfléchi.

3. Il se peut que ce développement dure plus de 15 minutes. J’ai essayé de le découper pour faire des
recollements personnalisés.

Lecons

e 262 : Convergences d’une suite de variables aléatoires. Théoremes limite. Exemples et applications.
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Lemme 1. 1. On suppose que ZIP’(An) converge. Montrer que P(limsup 4,) = 0.

n—-+o0o

2. On suppose les événements indépendants. Alors si la série diverge, P(limsup 4,,) = 1.

n—-+o0o
+o0
Démonstration. 1. Onnote B,, := U Ap. Il est aisé de montrer que (By,),, est décroissante pour 'inclusion.
k=n

Par continuité décroissante, on a donc

P(limsup 4,,)) = lim P(B,).

n—4o0o n—+00

Or, par o-sous-additivité,

P(Bn) =P | |JAr| <D P4, — 0.

k>n k>n nrteo

2. L’astuce est d’utiliser I'inégalité de convexité e* > 1 4+ x pour tout = € R. Déja,

+oo +o0
ON\B, =\ [ J Ax =[] 2\ 4.
k=n

k=n
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Fixons alors N > n. On a
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Donc pour tout n € N,P(Q\B,,) = 0. Par o-sous-additivité, on a donc

P(|J Q\Bn) =0.

neN

En passant au complémentaire, on a le résultat.

O
Lemme 2. Si pour tout £ > 0, la série Z P(|Y,, — Y| > ¢) converge, alors Y,, 25 Y.
neN n——+00
Démonstration. Soit A,k = {|Y, — Y| > 27%}. Par le lemme de Borel-Cantelli,
P(limsup Ay, ) =0
n——+00
pour tout k£ € N. Ainsi,
VEeNP([ | N Ma-Y|<27%] =
NeNn>N
donc
PIAOAU NM-Yi<2F] =1
keN NeNn>N
ce qui est équivalent a dire Y,, % Y. ]
n—-—+0o0

Théoréme 3. Soit (X,), une suite de variables aléatoires de carré intégrable 2 a 2 non corrélées. On suppose
n

que sup Var(X;) < +o0. Soit S,, = ZXk' Alors
€N k=1

Sy, — E[Sy] JEN

n n—-+oo

0.

Démonstration. Notons C' := sup Var(X;). Quitte a remplacer X; par X; —E[X;], on peut supposer les variables
ieN
aléatoires centrées. Puisqu’elles sont deux a deux non corrélées, on a

31Q

Var(S,,/n) = Z r(Xg) <

Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a

o (‘ Sy, — E[S,]

n

> 5) < C’/n.

e2
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Ainsi, (¢,2)nen est dans £1(N). Ainsi, par le lemme précédent,

S,2  ps.
n n—-+oo

Soit n € N* et p(n) = |/n)?. Alors

0<n—pn)=vn"—|vVa]?=(Vn— Vo)) (Va+ [Va]) < 2vn.

Ainsi,
n
I
donc
ZOR

n
Notons Dy, ,(n) = Z Xi. Alors
k=p(n)

Dy p(n) 1 1
Var( . ) = ﬁVar(Dn’p(n)) < EC(n —p(n)) €O <n3/2> .

Par précédent,

Or,
Sn _ Dn,p(n) p(n) Sp(n)
n n n p(n)
et g g
p(n) *} _{ n? *}
neN b = eN
{ p(n) 2
et p(n) 7, Too donc
Snz ps, Spn)  ps
n2 n—-+oo p(n) n——+oo
Ainsi,
Snpsy
n n—+oo
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