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Attention
1. Ce document contient certainement des coquilles. N’hésitez pas à me le signaler. De même si vous avez

une question.
2. Pour les recasages, ce sont les miens mais ce développement se case peut-être ailleurs et je n’y ai pas

réfléchi.
3. Il se peut que ce développement dure plus de 15 minutes. J’ai essayé de le découper pour faire des

recollements personnalisés.

Leçons
• 261 : Loi d’une variable aléatoire : caractérisations, exemples, applications.
• 262 : Convergences d’une suite de variables aléatoires. Théorèmes limite. Exemples et applications.
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Tout est dans [1]. Je définis la convergence en loi avec les espérances et les fonctions continues bornées. De
plus, pour Paul Lévy, passer par la classe de Schwartz est plus simple qu’un Stone Weierstrass un peu sombre.

Lemme 1. Il suffit de tester la convergence en loi sur les fonctions de C0(R,R) au lieu de Cb(R,R).

Démonstration. Déjà, si Xn
L−→

n→+∞
X, l’inclusion C0 ⊂ Cb donne le résultat.

Réciproquement, soit f ∈ Cb(R,R). Soit ε > 0. Il existe alors A > 0 tel que PX(R\[−A, A]) ≤ ε. Soit donc
la fonction trapèze φ ∈ C0 valant 1 sur [−A, A], 0 en dehors de [−2A, 2A]. Alors∫

R
1 − φdPX =

∫
R
1R\[−A,A]dPX ≤ ε.

On a donc

E[f(Xn)] − E[f(X)] =
∫
R

fdPXn −
∫
R

fdPX

=
∫
R

f(1 − φ)dPXn +
(∫

R
fφdPXn −

∫
R

fφdPX

)
−
∫
R

f(1 − φ)dPX

= An + Bn + Cn.

Comme fφ est continue à support compact, par hypothèse, Bn −→
n→+∞

0. Ensuite,

|An| ≤ ∥f∥∞

∫
R

(1 − φ)dPXn = ∥f∥∞

(
1 −

∫
R

φdPXn

)
.
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Par le lemme de Fatou, on a donc

lim sup
n→+∞

|An| ≤ ∥f∥∞

(
1 −

∫
R

φdPX

)
= ∥f∥∞

∫
R

(1 − φ)dPX ≤ ε∥f∥∞.

Enfin, |Cn| ≤ ∥f∥∞ε. On en déduit donc que

lim sup
n→+∞

(E[f(Xn)] − E[f(X)]) ≤ 2ε∥f∥∞

ce qui donne le résultat car ε est arbitraire. On a la convergence en loi.

Théorème 2 (Paul Lévy). Soit X, X1, · · · , Xn, · · · des variables aléatoires réelles. Alors

Xn
L−→

n→+∞
X ⇐⇒ ϕXn

C.S.−→
n→+∞

ϕX .

Démonstration. L’implication est claire.
Réciproquement, montrons que le résultat est bon lorsque f est la transformée de Fourier d’une fonction

L1, disons φ. Alors par le lemme de Riemann-Lebesgue, f ∈ Cb(R,R) et par Fubini,

E[f(Xn)] = E
[∫

R
e−itXnφ(t)dt

]
=
∫
R
E[e−itXn︸ ︷︷ ︸
=ϕXn (−t)

φ(t)dt.

Par le théorème de convergence dominée, φ étant intégrable et ϕ bornée, ceci converge vers∫
R

ϕX(−t)φ(t)dt = E[f(X)]

par Fubini encore.
Utilisons la densité de S(R) dans C0(R,R). Soit f ∈ C0(R,R et g ∈ S(R) avec ∥f − g∥∞ ≤ ε. Alors

|E[f(Xn)] − E[f(X)]| ≤ |E[(f − g)(Xn)| + |E[g(Xn)] − E[g(X)]| + |E[(f − g)(X)| ≤ 2ε + |E[g(Xn)] − E[g(X)]|.

En passant à la limite supérieure, on a le résultat.

Théorème 3 (TCL). Soit (Xn)n suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées ad-
mettant des moments d’ordre 2. On note µ = E[X1], σ2 = Var(X1). Alors

Sn − µn

σ
√

n
L−→

n→+∞
N (0, 1).

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer σ = 1, µ = 0 (il suffit de retirer µ puis de diviser
par σ chaque variable aléatoire). En utilisant le théorème de Lévy, il suffit de montrer que

∀t ∈ R,E[eitSn/
√

n] −→
n→+∞

e−t2/2.

ϕ := ϕX1 est de classe C2 car admet un moment d’ordre 2. On peut donc écrire ϕ

(
t√
n

)
= ϕ(0) + t√

n
ϕ′(0) +

t2

2n
ϕ′′(0) + on→+∞(1/n). On obtient alors ϕ

(
t√
n

)
= 1 − t2

2n
+ on→+∞(1/n).

Or,

E[eitSn/
√

n] = E
[

n∏
i=1

exp
(

it
Xk√

n

)]
=
⊥⊥

n∏
i=1

E
[
exp

(
it

Xk√
n

)]
= ϕ

(
t√
n

)n

.

Or, (
1 − t2

2n
+ on→+∞(1/n)

)n

−→
n→+∞

e−t2/2

ce qui conclut la preuve.
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Prouvons le dernier résultat. On présente une preuve qui se généralise. On peut aussi passer au logarithme
complexe et cette méthode est à connaître dans le cas où l’on manque de temps. Dans n’importe quelle algèbre
munie d’une norme d’algèbre où l’on définit l’exponentielle via sa série, si an −→

n→+∞
a,

∥∥∥∥(1 + an

n

)n

− exp(a)
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
+∞∑
k=0

1
k!a

k
n −

n∑
k=0

(
n

k

)
1

nk
ak

n

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥
+∞∑

k=n+1

1
k!a

k
n +

n∑
k=0

(
1
k! −

(
n

k

)
1

nk

)
ak

n

∥∥∥∥∥∥
≤

+∞∑
k=n+1

1
k!∥an∥k +

n∑
k=0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1
k! −

(
n

k

)
1

nk︸ ︷︷ ︸
≥0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∥an∥k

=
+∞∑

k=n+1

1
k!∥an∥k +

n∑
k=0

(
1
k! −

(
n

k

)
1

nk

)
∥an∥k

= exp(∥a∥) −
(

1 + ∥an∥
n

)n

−→
n→+∞

0.
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