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Attention

1. Ce document contient certainement des coquilles. N'hésitez pas a me le signaler. De méme si vous avez
une question.

2. Pour les recasages, ce sont les miens mais ce développement se case peut-étre ailleurs et je n’y ai pas
réfléchi.

3. Il se peut que ce développement dure plus de 15 minutes. J’ai essayé de le découper pour faire des
recollements personnalisés.

Lecons

o 228 : Continuité, dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle. Exemples et applications.
e 246 : Séries de Fourier. Exemples et applications.
e 250 : Transformation de Fourier. Applications.
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Tout est dans [1].

Soit A = (Ar)k>1 une suite de réels distincts. On dit qu’elle est séparée lorsque la distance, noté iy, entre
A, et le reste de la suite A est strictement positive pour tout £ > 1. Si de plus cette distance tend vers +oo
quand k — 400, on dit qu’elle est lacunaire.

Par exemple, lorsque a > 1, la suite (a™),>; est lacunaire et dans ce cas, ux = (@ — 1)a*~1.

Théoréme 1. On se donne une suite u telle que u € (*(N). On se donne A = (A\p)r>1 une suite lacunaire de

réels et pn, = d(Ap, A\{\n}). On pose alors f(t) = Z un et pour tout t réel. Si f est dérivable en au moins
n>1

un point, alors pnen njw 0.

On va démontrer ce théoreme avec plusieurs résultats préliminaires.
Proposition 2. f est continue sur R.

Démonstration. f est clairement bien définie sur R et converge normalement sur R par la convergence absolue

de Z up. De fait, par le théoréme de continuité des séries de fonctions, f est continue sur R. ]
n

Proposition 3. 11 existe une fonction ¢ € S(R) telle que ¢(z) := / @(t)e "tdt vérifie 3(0) = 1 et supp(@) C
R
[—1,1].
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Démonstration. Soit ¢ une fonction paire plateau de support [—1,1] qui vaut 1/27 en 0. ¢ est alors dans S(R).
On note alors ¢ = 1. @ satisfait alors les hypotheses voulues puisque 1 est paire. Puisque la transformée de
Fourier envoie S(R) sur S(R), ¢ € S(R).

On peut prendre un exemple explicite de . Soit ¥y : x € R — P <_1 — :1;2) st o <1 est de classe
0 sinon
1
C® sur R et son support est dans [—1, 1] : elle est donc dans S(R). On construit alors ¢ = mwo. O
o

Proposition 4. Soit ¢, (t) = punp(unt) pour tout ¢t € R. Alors on a

Vn e N, u, = / f(t)e Pt (t)dt
R

Wn € N, [up] —/R‘f (;)’ o(8)dt.

Démonstration. Soit n € N. Soit z € R. On a

Fao) =i [ ntie e = [ ol iau =g ().
R R

u=pint Hn

et

Ainsi,

+oo
[ 100 = / > e e 0
R R

= zuk@un — )

B Zuk ( un)\k>

An — A
11 suffit de vérifier que @ (nk> = din. Pour cela, si k # n, alors par définition de la distance, le numérateur

n
du quotient est supérieur strictement, en valeur absolue, que son dénominateur donnant un quotient strictement
supérieur a 1 en valeur absolue. Ainsi, si k # n, la quantité est en dehors du support de ¢ donc vaut 0. Si
k = n, le quotient vaut 0 et donc @(0) = 1.

Ainsi, on a
/ f(t)e_MntSOn(t) = Un.
R

Justifions I'interversion *. Il suffit alors que

> [ 15

k>1

converge avec fi, : t — upe "Mty (1), Mais

150 = el [ en()1de = uelloull
R R

doncE| par le théoreme d’interversion série-intégrale de Lebesgue, on a justifié 1’égalité «.
11 reste la deuxiéme information de la proposition & prouver. On a
t
f ()‘ p(t)|dt.
=) 1et0)

fwl = | [ O™ outae] = | [ () e imtona < [

1. on somme sur k! n est fixé.
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Passons a la preuve du théoreme.

Théoreme 5. Si f est dérivable en 0 avec f(0) = f'(0) = 0, alors lim wuyA, = 0. Si f est dérivable en

n——+0o0
to € R, on a la méme conclusion.

Démonstration. Supposons f dérivable en 0 avec f(0) = f/(0) = 0. Par définition de la dérivabilité, il existe
un voisinage de 0 (disons | — 4, d[) tel que Va €] — §,4[, | f(z)| < |z \ Lorsque [t| > d, on a
00 g
HOES e
k=1
~——
=:5

donc pour C' = max(1,5/d), on a vVt € R, |f(t)] < C|t|. Cela permet d’avoir I’estimation suivante : pour tout

n €N,
t
meal < [ lal |F ()| le®1
R Hn
=:gn(t)

On constate que

f)
tr x—0

pour tout ¢ réel non nul. De fait, par composition de limites, pour tout réel ¢ non nul,

— 0
ti n—-+00
Hn
car pt, — —+oo. De fait, g, S5 (le cas t = 0 est immédiat). On souhaite maintenant avoir une
n—-+oo n—-+oo

domination :

t
vn €N VEER,0 < gn(t) < Cpin |~ lo(t)] = Cltlle(t)] € L'(R)

car ¢ € S(R). Par le théoreme de convergence dominée / gn — 0doncepp, — 0.
R n—-+o00o n—-+4o0o

On souhaite maintenant se ramener au cas précédent. Supposons que f soit dérivable en ty € R. On cherche
a construire une fonction g qui hérite de propriétés similaires a f. On a

t+t0 Zu el)\kto Z)\kt

Considérons alors g(t) := f(t + tg) — aet — Beir2t = Zu' Mt avec ul, = upe0 sin > 3, uh = B+

ue2% ) = a + upettto. g est construite de sorte que Vn > 3,|ul| = |uy| avec (a, ) parametres libres.

Imposer g(0) = ¢’(0) = 0, c’est demander

f'(to
f(to) =a+p; (z ) = aA + S22
Ce systeéme est inversible car son déterminant est Ao — A1 # 0. D’apres précédent, on en déduit que p,ul, —+> 0
n—-—+0oo
donc ppu, — O. O
n—-+0o

Corollaire 6.
Il existe des fonctions continues nulle part dérivable.
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Démonstration. 11 suffit de chercher (uy,) tel que u € ¢*(N) mais w,p, ne convergeant pas vers 0. Considérons
1
alors u, = a™, A\, =b" avec b > 1, ab > 1 et a < 1, par exemple a = 7 Alors la série E a” converge puisque

0 < a < 1 mais (ab)™ ne tend pas vers 0 en +o00. On a alors les fonctions de Weierstrass qui conviennent :

+o0 -
f:tGRHZakelbteC
k=1

pour ab>1,0<a <1,b>1. ]
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