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Attention

1.

Ce document contient certainement des coquilles. N’hésitez pas & me le signaler. De méme si vous avez
une question.

Pour les recasages, ce sont les miens mais ce développement se case peut-étre ailleurs et je n’y ai pas
réfléchi.

Il se peut que ce développement dure plus de 15 minutes. J’ai essayé de le découper pour faire des
recollements personnalisés.

Lecons

o Je n’utilise pas ce développement.
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Proposition 1. Ya > 1, Z
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Démonstration. On procéde par comparaison série intégrale. Par décroissance de t € [1, 4o0[— 1/t on a

n+tl k=n+1
ce qui donne, car o # 1
fmat1 TN+ N ot N
1 <> wms 1
—et g kS ot

Ainsi,
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Par Riemann, le terme du milieu converge quand N — +4o00. L’inégalité passe donc & la limite quand N — +oo
en

1 1 RIS | 11
a—1 = Z Lo = a—1"
a—1(n+1) po k a—1n
Par théoréeme d’encadrement,
i" 1 11
—~
ol ko a—1n>

Théoréme 2. (1] On a

1 1 1
Hn:ln(n)_7+2n—12n?+0(n3>

n
1
ou H, = Z z pour n € N*,
k=1

Démonstration. 1. Pour tout k > 2, par comparaison série-intégrale
/’ﬂ+1 dt 1 /’f dt
— << =,
k t — kT Jp—1 t

Vne N 1+In(n+1)—2<H, <1+In(n)

Ainsi, en sommant,

et par encadrement, H, ~ In(n).
n—+oo
2. Posons u,, = H,, —In(n) pour n € N*. Alors

Vn € N upt1 —up = Hpy1 — Hy — In(n + 1) 4+ In(n)
1 1
= —In (l—i—)
n+1 n
1 1 1 1

1
Ainsi, puisque par Riemann la série E —; converge, par positivite du terme général, par comparaison,
n>1

on a la convergence de Z Up+1 — Uy ce qui entraine la convergence de u. Il existe donc v € R tel que
H, —In(n) =5+ op—st00(1).
3. Posons v, = H, —In(n) — v pour n € N*. Alors

VTLEN*,UH-H — Un = Up+41 — Un
1 1+ 1 n (1)
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n+1 n 2n2 notee | 2
1 1 1 1 1 1
=—|l1—-=+o0 ——+t 55 Tohsto | 3
n n n n 2n n

-1 1
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Par le théoréeme de sommation des équivalents (puisque o2 est de signe constant), on a
n=/n>1
=X 1 -1
—Up  ~ Vg1 — Uk~ —5s "~ s
n——+0o lgz n—+00 lgz 2]{,’2 2(n - 1)
1
Ainsi, v,

~/ .
n—+oo 21,

1. constante d’Euler-Mascheroni, environ 0,577
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1
4. Posons w, = H, —In(n) — v — 5, pourn € N*. Alors
n

Vn € N* : 1 (1+1> ! +1
n w — W, = — In _ ) - - _
| n 2(n
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Par le théoréeme de sommation des équivalents (puisque (7113)n>1 est de signe constant), on a
= 1 1
—Wn nertoo gzwkﬂ — Wk i g—%g ~ m
Ainsi, wy, !
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5. On continue. Posons z,, = H, —In(n) — v — — +

1
3 Ton2 Pour € N*. Alors Vn € N*|
n n
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2n n n? nd n  2n?2  3n3  4nt 2n  12n2  12n? n n2 nd n4
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1 1 1 2 3 1
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1
—O+o<n4>.

. . 1 .
Par le théoreme de sommation des relations de comparaisons, puisque <4 est de signe constant,
n n>1

1
—XT ~ E T+l — p = Op—4 E

na
k>nt1 k>nt1
1
. 1 .
donc par comparaison, x, = o (3> Ainsi,
n
1 1 1
Hn:m(”)‘”*%‘w“(m)-
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