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Attention

1. Ce document contient certainement des coquilles. N'hésitez pas a me le signaler. De méme si vous avez
une question.

2. Pour les recasages, ce sont les miens mais ce développement se case peut-étre ailleurs et je n’y ai pas
réfléchi.

3. Il se peut que ce développement dure plus de 15 minutes. J’ai essayé de le découper pour faire des
recollements personnalisés.

Lecons

o 106 : Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie F, sous-groupes de GL(FE). Applications.

o 148 : Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang. Exemples et
applications.

e 150 : Polynémes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction d’un endomorphisme en dimension
finie. Applications.

e 151 : Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille d’endomorphismes d’un espace vectoriel
de dimension finie. Applications.

e 152 : Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.

e 157 : Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes.

o 158 : Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien (de dimension finie).

Références

[1] J.-E. Rombaldi. Mathématiques pour l'agrégation : Algébre & géométrie. deBoeck Supérieur, 2021.

L’essentiel est dans [1].

Lemme 1. Soit u € £(E) normal, F sous-espace vectoriel de E stable par u. Alors u stabilise -, u* stabilise
F et up est normal.

Démonstration. Si F est {0} ou E, il n’y a rien a faire. Soit donc F' un sous-espace vectoriel non trivial de E.

il
Alors E = F @ F*. Soit Br base de F. En considérant une base Bp. de F- et en les concaténant, on obtient

une base B de E. Alors
M := Matg(u) = (gl g)

avec A € Mgim(r) (R). Mais M est alors normal donc par produit par blocs,
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Ainsi, on a ATA = AAT + BBT. En prenant la trace, puisque tr(AB) = tr(BA), on a tr(BB”) donc B = ()

Ainsi,
A 0

donc u(F+) € F*: F* est stable par u. De plus, ATA = AAT donc A est normal et puisque A vaut Matg,, (ur)
(par stabilité de F par u, ur est normal. CTC = CC7T et puisqu’on a finalement montré que F* est stable par
u, on a C = Matg_, (up.) donc up. est normal. O

Théoréme 2. Soit E un espace euclidien de dimension n € N* et w € L(E) normal. Alors il existe une base
orthonormée B vérifiant

A1
Ao
A

Matg(u) = ap —b

b1 aj
as —bs
bs  as

our+2s=mnavecr,s ENet A\, -+, A\r,a1, - ,as,b1,--- ,bs des réels.

Démonstration. On fait une récurrence sur la dimension de E.
e Si E est de dimension 1, il n’y a rien a faire.
o Soit E de dimension 2. Soit u € L(E) normal.

e Si u admet une valeur propre réelle, soit x un vecteur propre que l'on prend unitaire, quitte a
diviser par sa norme. Alors z+ est une droite, disons engendré par un vecteur unitaire y. Ry est
stable par u en vertu du lemme donc v admet deux droites stables distinctes qui sont Rx et Ry :
u est diagonalisable et (x,y) forme une base orthonormée de E donc u est diagonalisable en base
orthonormeée.

o Sinon, soit B une base orthonormée et M = Matp(u) = C) . M est normale donc MM = MM™

a
b d
et on obtient en identifiant les coefficients a® + b = a® + ¢? et ab + c¢d = ac + bd. Si b = 0, u admet
des valeurs propres ce qui est exclu. Si b = CE|, Xu = X? — (a + d)X + ad — b? de discriminant
(a+d)? — 4(ad — b?) = (a + d)? + 4b*> > 0 donc u admet des valeurs propres ce qui est exclu. Donc
a —b
b a
e Supposons le résultat acquis jusqu’au rang n — 1 pour n > 3 et montrons le résultat au rang n. Soit
donc E de dimension n et u € L(E).
e Si u admet une valeur propre réelle A, soit e; un vecteur propre unitaire associé a cette valeur propre
pour u. Alors (Rep)t est un espace euclidien de dimension n — 1 et puisque u est normal et stabilise
(Rey), il stabilise (Req)* et U(Re, )L est normal en vertu du lemme : on applique alors 'hypothese de

b = —c et nécessairement a = d. Ainsi, M = Matg(u) =

récurrence au rang n — 1 : on obtient alors une base orthonormale de (Re;)* notée By ott Matp, (u) a
la forme voulue : alors la concaténation B entre {e;} et B; fournit une base orthonormée de E telle
que Matp(u) a la forme voulue.

1. on rappelle que (A, B) — tr(ABT) désigne le produit scalaire canonique de M, (R)
2. Il est important de souligner qu’on ne veut pas utiliser le théoréme spectral. En effet, un corollaire important de ce théoreme
est justement le théoréeme spectral.
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e Si u n’admet pas de valeur propre réelle, considérons p,, son polyndéme minimal. u, n’admet pas de
racines réelles — car sinon u admettrait une valeur propre réelle — donc on peut considérer X2 +aX +
b =: P un facteur irréductible de pu, et N = ker(P(u)). Alors N # {O}E| donc considérons z € N et
montrons que P = Vect(z,u(z)) est un plan stable par u. Déja, x et u(x) forment une famille libre
puisque z n’est pas vecteur propre pour u. u?(x) = —au(z) — bz donc P est bien stable par u. up
est normal donc il existe (e1,e2) une base orthonormée telle que

a —b
Mat(el,ez)(u’/)) = (b a )

up1 est aussi normal d’apres le lemme donc par hypothése de récurrence, il existe une base ortho-
normée By telle que Matg, (up) a la forme voulue. On conclut en concaténant les bases.
Par principe de récurrence, on a le résultat voulu. O

Théoréme 3. Soit E un espace euclidien et u autoadjoint dans L(E). Alors u est diagonalisable en base
orthonormée.

Démonstration. Un endomorphisme autoadjoint est bien entendu normal. Il existe alors une base B orthonor-

mée telle que
A1
Ao

Matg(u) = ar —b

Or, u est autoadjoint donc Matp(u)T = Matg(u) et donc b; = —b; pour tout 1 < i < s. Autrement dit, Matg(u)
est diagonal. 0

3. en notant pu, = PQ, on a 0 = P(u)Q(u) avec Q(u) # 0 (par minimalité du polynéme minimal) donc P(u) ne peut étre
injectif
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