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Attention

1. Ce document contient certainement des coquilles. N'hésitez pas a me le signaler. De méme si vous avez
une question.

2. Pour les recasages, ce sont les miens mais ce développement se case peut-étre ailleurs et je n’y ai pas
réfléchi.
3. Il se peut que ce développement dure plus de 15 minutes. J’ai essayé de le découper pour faire des
recollements personnalisés.
Lecons
e 122 : Anneaux principaux. Exemples et applications.
e 142 : pged et ppem, algorithmes de calcul. Applications.
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Théoréme 1. Soit A un anneau euclidien muni d’un stathme . Soit U € M, 4(A). Il existe s € N*, (dy,--- ,ds) €
(A\{0})® tels que

1. dg|---|dy

ds
2. U est équivalente d Os.q-s
dy
Op—s,s Op—s,q—s

Il y a unicité au sens ou la famille (dy,--- ,ds) est unique a inversible prés.

Preuve de l’existence
On donne l'algorithme suivant. Par convention, chaque action sur U renomme la nouvelle matrice U elle-
meéme.

Algorithme de construction
1. Si U =0, c’est fini.
2. Sinon, il existe (ig, jo) tel que ¢(u;, j,) soit de stathme minimal. On réalise alors Cy < Cj,, L1 <+ L.

3. Traitement de la colonne 1. Soit ¢ = 2.
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(a) Travail sur i : on réalise la division euclidienne de w;; par uy

P(ri) < ¢(u1,1)

U; 1 = q;u11 + T avec
b &, ! our; =0

On réalise L; + L; — q; L.
(b) Sir; #0, L; <> Ly et retourner en
(c) Sir;=0eti<p,i+ =1 et retourner en [3al
(d) Sir; =0eti=np, aller en[d]
4. Traitement de la ligne 1. Soit j = 2.

(a) Travail sur j : on réalise la division euclidienne de U1 par ui

o(rj) < ¢(u1,1)

u1,; = qju1,1 + 75 avec o =0
;=

On réalise C; < Cj — ¢;C1.
(b) Sirj; # 0, réaliser Cy <+ Cj et retourner a
(c) Sirj=0et j < g, réaliser j4+ =1 et retourner en
(d) Sir;=0et j=gq,aller é
5. On obtient une matrice dont la premiére ligne/colonne est nulle sauf en (1, 1) et on travaille la matrice
sous-jacente.
(a) Siwug, ne divise pas un certain wu;, j,, C1 <= C1 + Cj, et retourner en
(b) Sinon, retourner en |l| avec la matrice U 6tée de L; et Cj.

Preuve de terminaison
o Il suffit de montrer la terminaison de chaque boucle conditionnelle, les conditions[3d et [4d étant triviales.
Remarquons que si i1 = 1, on peut passer en 5b sans probléme de terminaison.

« Dans les autres boucles — |Bd =38, |[Ed -0 -3 et [5ad =3 =] -, le variant de boucle est p(uy,1).

* Dans la boucle , sir; # 0, alors uy,1 < 7 et o(1;) <y, , donc le variant de boucle induit
une suite strictement décroissante d’entiers.

* Dans la boucle m, sir; #0a alors w11 < 7 et ¢(rj) < ¢(uy,1). En réalisant 3 qui
se termine, on a ¢(uy,1) < ¢(r;) donc en revenant a on a bien ¢, , diminué d’au moins 1 : le
variant de boucle induit une suite strictement décroissante d’entiers.

* Dans la boucle |bd —[3 —[4l|, apres avoir réalisé au début de |3}, on a, en colonne 1, un coefficient
non divisible par ui 1 ([C},]1 = 0) donc [3a] donnera un nouveau u; ; de stathme strictement inférieur
au précédent puisque

U1 = Giy Wiy, 5y + Ty

avec ¢(ri,) < durn), urn < i
e Ainsi, toutes les boucles conditionnelles se terminent.
O

Preuve de correction Ce qui précéde montre qu'en début de[5b} il existe P € GLy(A), Q € GLy(A) tel que

ds 0141
U=PD D= a
Q@ avec <0p_171 U, >

avec d,|[U1];; pour tout i, j.
Si Uy induit P; € GL,(A), Q1 € GLy(A) tel que Uy = P1D1Q avec Dy comme ’énoncé, alors en posant

~ 1 01 -1 ~ 1 01 -1
P: 4 , — »q ,
<0p1,1 Py ) © <0p1,1 Q1 )
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on a
—( d 010 1) ~
P s 4 =D.
<0p1,1 D >Q

Ainsi, U = (Pf’)A(Q@) avec A comme dans I’énoncé. Par principe de récurrence, le cas n = 1 étant immédiat,

on a le résultat. O
Preuve de l’um'.czﬁi‘é
p
On note D; = H ds—i,D; = 05sij > s. On note
k=0

A;(U) = pged des mineurs de taille j avec Ag(U) = 1.

Théoreme 2. Soit j € [1, min(p, q)]. Alors
1. (Dj) = (A;(U))
2. s =max{j: A;(U) # 0}
5. V) < 5= 1,(ds5) = (g (U)/ A5 (U)).

Démonstration. 2 et 3 découle de 1. Pour obtenir 1, puisque D; = A;(D), il suffit de savoir que A;(U) = A;(U’)
lorsque U et U’ sont équivalentes.
e Si U = PU’ avec P inversible, alors les colonnes de U sont des combinaisons linéaires enti¢res en les
colonnes de U’. Par multilinéarité du déterminant, les mineurs de U sont des combinaisons linéaires
entieres des mineurs de U’ donc en prenant leurs pged, on a

(A;(U)) € (A;(U)).

Puisque U’ = P~'U, par le méme raisonnement, on a l’autre inclusion d’ou I’égalité.

e Si U =U'Q avec Q inversible, alors UT = QT(U")T. Ainsi,
(A (UT)) = (A;(U"T).-

Or, {mineurs de A} = {mineurs de AT} donc (A;(U)) = (A;(U")).
Ainsi, si U = PU'Q,
(A;(U)) = (A (PU'Q))) = (AT Q))A;(U)).

Ainsi, on a les inclusions d’idéaux suivantes : (d1) C (d2) C --- C (ds) d’ou I'unicité & inverse pres.
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