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Attention
1. Ce document contient certainement des coquilles. N’hésitez pas à me le signaler. De même si vous avez

une question.
2. Pour les recasages, ce sont les miens mais ce développement se case peut-être ailleurs et je n’y ai pas

réfléchi.
3. Il se peut que ce développement dure plus de 15 minutes. J’ai essayé de le découper pour faire des

recollements personnalisés.
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Théorème 1. [1] Soit f ∈ L(E), où E est un K-espace vectoriel de dimension finie. On suppose que χf est
scindé. Il existe alors un unique couple (d, n) ∈ L(E)2 vérifiant

1. f = d + n,
2. d est diagonalisable,
3. n est nilpotente,
4. dn = nd.

De plus, d et n sont des polynômes en f .
Etape 1 : idée de la preuve. La suite est purement formelle et donne l’idée de la preuve. Essentiellement,

étant nilpotente, le spectre de n est réduit à 0 : n « ne contribue pas » au spectre de f donc d contient les
valeurs propres de f . Puisque d est diagonalisable, en notant λ1, · · · , λr, racines de χf (on rappelle que χf est
scindé), d est semblable à une matrice de la forme

λ1Im1

λ2Im2

. . .
λrImr


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Chaque bloc est naturellement « associé » à son espace caractéristique Ni. Etant en somme directe par le

lemme des noyaux, il suffit d’écrire d =
r∑

i=1
λipi où pi est un projecteur sur Ni parallèlement à la somme directe

des autres. On prendra alors n = f − d pour conclure.
Etape 2 : Construction des projecteurs, et propriétés immédiates. Notons (λ1, · · · , λd), les racines

distinctes de χf . Considérons Ni := ker(f − λi)mi où mi est la multiplicité de λi dans χf . Ce sont les espaces
caractéristiques de f . Par le lemme des noyaux, (X − λi)mi)1≤i≤d étant deux à deux premiers entre eux, on a

r⊕
i=1

Ni = ker(χf (f)) = E

(on rappelle que par Caylay-Hamilton, ker(χf (f)) = E). Notons dorénavant Qi, quotient de χf par (X −λi)mi .
Alors les (Qi)1≤i≤r sont deux à deux premiers entre eux : par le théorème de Bézout, il existe U1, · · · , Ur ∈ K[X]
vérifiant

r∑
i=1

UiQi = 1.

Ainsi,
r∑

i=1
Ui(f) ◦ Qi(f) = Id. (1)

Posons alors pi = Ui(f) ◦ Qi(f) pour 1 ≤ i ≤ r. Montrons que
r∑

i=1
pi = Ida) ∀1 ≤ i ≤ r, pi ∈ K[f ]b) ∀i ̸= j, pipj = 0c)

∀1 ≤ i ≤ r, p2
i = pi.d) ∀1 ≤ i ≤ r, Im(pi) = Ni.e) ∀1 ≤ i ≤ r, ker(pi) =

⊕
j ̸=i

Nj .f)

C’est en fait l’égalité 1.a)
Soit 1 ≤ i ≤ r. Par construction de pi, c’est un polynôme en f .b)
Soit 1 ≤ i ̸= j ≤ r. Alors en remarquant que χf |QiQj , puisque Ui(f), Qi(f), Uj(f), Qj(f) sont des
polynômes en f , ils commutent et

pipj = Ui(f)Qi(f)Uj(f)Qj(f) = Qi(f)Qj(f)Ui(f)Uj(f) = 0

par le théorème de Caylay-Hamilton.

c)

Soit 1 ≤ i ≤ r. Alors p2
i = pi

Id −
∑
j ̸=i

pj

 = pi −
∑

j ̸=i pipj = pi.d)

Soit 1 ≤ i ≤ r. Montrons le résultat par double inclusion.
⊂ : Soit x ∈ E, y = pi(x). Alors (f − λi)mi(y) = (f − λi)miUi(f)Qi(f)(x) = Ui(f)χf (f)(x) = 0. Donc

y ∈ Ni.

⊃ : Soit x ∈ Ni. Alors par 1, x =
n∑

j=1
Uj(f) ◦ Qj(f)(x) = Ui(f) ◦ Qi(f)(x) car pour tout j ̸= i,

(X − λi)mi |Qj ce qui donne ∀j ̸= i, Ni ⊂ ker(Qj(f)).

e)

Soit 1 ≤ i ≤ d. Montrons le résultat par double inclusion.
⊂ : Soit x ∈ ker(pi). Alors toujours par 1, x =

∑
j ̸=i

pj(x) + pi(x)︸ ︷︷ ︸
=0

∈
⊕
j ̸=i

Nj .

⊂ : Soit x ∈
⊕
j ̸=i

Nj . Alors pi(x) = Ui(f) ◦ Qi(f)(x). Mais pour tout j ̸= i, Nj ⊂ ker(Qi(f)) puisque

(X − λj)mj |Qi pour tout j ̸= i.

f)
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Etape 3 : Preuve de l’existence. On pose d =
r∑

i=1
λipi. Alors d est par construction diagonalisable et est

un polynôme en f . Posons n = f − d. Alors n est un polynôme en f donc commutent avec d. Par construction,
f = d + n. Il suffit donc de montrer que n est nilpotente. Pour cela, on écrit

n = f − d =
d∑

i=1
fpi −

d∑
i=1

λipi =
d∑

i=1
(f − λiId)pi.

Puisque pipj = 0, une récurrence immédiate montre que

∀k ∈ N, nk =
d∑

i=1
(f − λiId)kpi.

Pour k = max(m1, · · · , md), on en déduit donc que nk = 0 donc n est nilpotente.
Etape 4 : Unicité. Considérons d, n, les endomorphismes montrés précédemment. Soit d′, n′, d’autres

endomorphismes vérifiant les propriétés 1, 2, 3, 4 du théorème. Alors f = d′ + n′ et d, n sont des polynômes
en f . De fait, comme n′ commute avec f – provient de n′d′ = d′n′ et f = d′ + n′, n′ commute avec n, d′

commute avec d. Ainsi, n − n′ est nilpotente par la formule du binôme et d′ − d est diagonalisable car d, d′ sont
codiagonalisables. Puisque u = d + n = d′ + n′, on a donc d′ − d = n − n′ donc d′ − d est diagonalisable et
nilpotente : elle est nulle. Donc d = d′ et n = n′.

Etape 5 : Application à l’exponentielle. Soit A ∈ Mn(C). Alors A s’écrit D +N avec D diagonalisable
et N nilpotente et DN = ND. Soit λ1, · · · , λn les valeurs propres de A (donc de D). Alors il existe P inversible
tel que

D = Pdiag(λ1, · · · , λn)P −1

donc
exp(D) = Pdiag(eλ1 , · · · , eλn)P −1.

N étant nilpotente, Nn = 0 donc

exp(N) =
n∑

k=0

1
k!N

k.

Ainsi,

exp(A) = exp(D + N) =
DN=ND

exp(D) exp(N) = Pdiag(eλ1 , · · · , eλn)P −1
(

n∑
k=0

1
k!N

k

)
.
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