Théoréemes de Wantzel et de Gauss
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Théoréme 1 (Théoréme de Wantzel). Soit S une partie de C contenant 0 et 1, L le sous-
corps de C engendré par S et S et z € C. Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. z est constructible a partir de S,
2. 1l existe des extensions L = Lo C Ly C --- C L, C C telles que z € L, et
[Lit1: L] =2
Lemme 2 (Admis). L’ensemble des nombres constructibles a partir de S est le plus petit
sous-corps de C contenant S, stable par conjugaison et par racine carré.

Démonstration du théoréme. On va seulement montrer que (1) = (2) (le sens qui
nous intéresse). Notons D I’ensemble des complexes qui vérifient la condition (2) et

montrons que C'(S) C D. Soient o, § € D. Il existe uq, ..., ur,v1,...,vs € C véri-
fiant :
ul € L, uie L(w), ... ,u? € L(uy,...,ur_1), @ € L(uy,...,u.),
vie L, vseL(v),...,v2€L(vi,...,vs_1), BE L(vy,...,0s).
Alors
w? €L, uieL(uy), ... ,u> € L(ug,...,up_1), @ € L(ug,...,u,),
v? € L(uy,...,uy), vs€L(uy,...,u,v1), ... 02 € L(u1,... up,v1,...,05_1),
a,B € L(v1,...,Vs,U1y...,Up).

Finalement, « + 8 € D, a8 € Detsia # 0,a~! € D.Donc D est un sous-corps de C
stable par racine carré. Et comme L est stable par conjugaison, il vient que L = L et donc
L(uy,...,ur—1) = L(uy,...,u—_1). D’apres le lemme précédent, C(S) C D. O

Théoreme 3 (Théoreme de Gauss). Soit n € N\{0,1,2}. Le polygone régulier a n
cotés est constructible a la régle et au compas si et seulement si n est de la forme
n = 2°F(ny)--- F(n,), on F(k) = 22" 1 1, le k-iéme nombre de Fermat, avec les
F(n;) premiers entre eux.

Lemme 4. Soit m € N*. Si ’entier 2™ + 1 est premier, m est une puissance de 2.

Démonstration. On peut toujours écrire m = 29(2r + 1). Supposons que m n’est pas
une puissance de 2, c’est-a-dire » > 1. En posant s = 227 il vient que

2r
M1 =s" 1= (s+ 1)) (—1)'s
i=1
Comme 2 < s+ 1 < 2™ 4 1carr > 1. Ainsi, 2 + 1 n’est pas premier. ]

Lemme 5. Soitn € N\{0, 1}. Les conditions suivantes sont équivalentes.
1. ¢(n) est une puissance de 2.
2. Onan = 2°py ---p, avec py, . .., P, premiers impairs, distincts deux a deux et
tels que p; — 1 soit une puissance de 2.
Démonstration. Ecrivons la décomposition en facteurs premiers de 7

S, Q1

On a donc I’expression de ¢(n)
p(n) =22"1p el (pr = 1) (pr — 1),
Le résultat en découle immédiatement car si o; — 1 < 1, alors p;|p(n). O

Démonstration du théoreme. On démontre uniquement le sens direct. Soit n €
N\{0, 1, 2}. Polygone régulier a n cotés est constructible si et seulement si ses som-
mets le sont. Or, { = e2im/n racine n-iéme primitive de I’unité, est un des sommets
du polygones, les autres étant donnés par les ¢ k 1 < k < n— 1. Comme I’ensemble
des nombre constructibles est un corps, il suffit de montrer que ¢ est constructible. Par
définition, ¢ est racine du polyndme cyclotomique ®,,

e, = [[ (x-¢").
ESL

=

On a donc deg(®,,) = p(n). Or, ®,, est unitaire, irréductible et a coefficients rationnels
(et m&me entiers), donc c’est le polyndme minimal de ¢ sur Q et on a

[Q(C) : Q = ¢(n).

De plus, d’apres le théoréme de Wantzel, il existe Q C L; C --- C L, C C, suite
d’extensions telles que [L;4+1 : L;] = 2 et ( € L,. Par définition, Q(¢) C L, et par
multiplicativité des degrés,

Q) : Q]| [L, : Q] = 29

Donc ¢(n) divise 2%, ¢’est une puissance de 2 et on conclut grice au lemme. O
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