Algorithme de Berlekamp

Achille Méthivier

Théoreme 1. Soir ¢ = p", avec p nombre premier et pour deux polyndémes (sur un
corps quelcongue) R et Q), on note R N\ Q leur pged. Soit P € Fy[X] qu’on suppose
sans facteur carré, on peut donc écrire

P:ﬁPi.
=1

Si P n’est pas irréductible, on peut trouver V, non congru a une constante mod P tel
que
P= T[] PA(V-a).
aclF,

Lemme 2. Soit q comme dans le théoréeme et R € F [ X]. L’application

Sr: F[X]/(R)  —  Fy[X]/(R)
Q(X)modR +— Q(X?9)modR

est bien définie et coincide avec I’élévation a la puissance g dans Fq[X]/(R).
Démonstration. Le diagramme suivant est commutatif

Fy[X] ——F,[X]

Fy[X]/(R) —— F,[X]/(R),
oul'onaé : Fy[X] — F,[X], unique morphisme d’anneaux vérifiant Jjp, = id et
d(X) = X1. Pour le montrer il suffit de vérifier que (R) est inclus dans le noyau de la
fleche diagonale ce qui est évident puisque o §(R) = w(R)? = 0 (car Carac(F,) = p).
Finalement,

Sr(m(Q)) = 7(0(Q)) = =(Q)*,

d’ou la derniere assertion du lemme. O

Démonstration du théoreme. Comme les P; sont premiers deux a deux, le théoreme des
restes chinois donne I’isomorphisme de IF,-espaces vectoriels suivant

¢ Fe[X]/(P) — [Tim FolX]/(P)
QmodP — (Q mOdPi)lgiST-

En notant K; = F,[X]/(P;), posons
Sp:gooSpocp_lzKl X X K — Ky x--- x K,

qui n’est autre que I’élévation a la puissance ¢, terme a terme, dans K7 X --- X K,.. On
a donc

(z1,...,2,) €ker(Sp —id) <= (z9,...,29) = (21,...,2,)
— Vie{l,....,r} z!=umz €K,
Or, pour une extension quelconque K de Fy,onaF, — K,parF, = {x € K : 29 =
x}. En effet, par le théoreme de Lagrange on a Fy C {z € K : 29 = z} et I'inclu-

sion réciproque découle du fait que le polyndme X9 — X a au plus q racines dans K.
Finalement,

(z1,...,2,) €ker(Sp —id) <= Vie {1,...,r} ;€ F, — K;,
donc ker(Sp — id) =~ (F,)" Comme ¢ est un isomorphismes de [F,-espaces vectoriels,
ker(Sp — id) ~ ker(S, — id) et on en déduit
dim (ker(Sp - id)) =r.

Comme P est irréductible, on a » > 1 et on peut donc trouver VIF,[X], non congru a
une constante mod P, tel que V mod P € ker(Sp — id). En effet, les a mod P, pour
a € F, — F,[X], forment un sous-espace vectoriel de dimension 1 de F,[X]/(P),
engendré par 1 mod P. On note ; = V mod P; qui vérifie o; € F,[X] — K; puisque
V mod P € ker(Sp — id). Pour o € F, montrons 1’ égalité

PA (V - Ot) == H Pl
Comme P A (V — «) divise P, il est de la forme
PA(V-a)=]] P
i€lq

avec I, C {1,...,r}. Mais puisque les P; sont premiers entre eux I, = {i €
{1,...,r} : |V —a}.Or,pouri € {1,...,r}

ai=a <= V—-—a=0mod P, < F|V —a,



et I’égalité est établie. Finalement,

P:ﬁPFH II 2l=]IPr(V-oa.

a€lF, i, = a€l,
O

Remarque 3. On est bien présence d’un algorithme de factorisation car V. — o #
O0mod P, donc P A (V — «) # P. Il'y a donc au moins deux facteurs non triviaux dans
cette factorisation, qui sont donc de degré inférieur a P, et sans facteur carré puisque
divisant P, on peut donc les factoriser de la méme maniere.
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