Enveloppe convexe de O,,(R)
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Théoreme 1. On munit M,,(R) de la norme || - ||, subordonnée a la norme euclidienne
|- |2 sur R™ (on notera (-, -), le produit scalaire associé). On note B la boule unité fer-
mée de M,,(R), M,,(R)* son dual et Conv(O,,(R)), I’enveloppe convexe de O, (R).
Alors,

Conv(0,(R)) = B.

Lemme 2 (Admis). Soient A et B deux convexes de R™. On suppose A fermé, B com-
pact et AN B = @. Alors il existe p € M,,(R)* telle que sup 4, ¢ < infp .

Lemme 3 (Admis). Soit K un compact de R™, alors Conv(K) est compact.

Lemme 4. Soit o € M, (R)*, alors il existe A € M, (R) telle que VM € M, (R),
(M) = tr(AM).

Démonstration. Regardons 1’application linéaire suivante

T: M,(R) — M, (R)*
A — (MHtr(AM)).

Soit A = (a;j)1<ij<n € ker(¥), en particulier tr(A*A) = 0. Comme tr(A*A) =
Za?j, on en déduit A = 0. Finalement, ¥ est injective, donc surjective puisque
dim(M,,(R)) = dim(M,,(R)*). O

Démonstration du théoréme. Comme O,(R) C B et que B est convexe, on a
Conv(O,(R)) C B.
Montrons I’inclusion réciproque, soit donc M € B. Si M n’appartenait pas a
Conv(0,(R)), comme {M} est convexe fermé et Conv(O,,(R)) est convexe compact,
le lemme 2 donnerait ¢ € M,,(R)* telle que ¢(M) > SUP peconv(0,, (r)) P(F)- Mon-
trons que

Vo € Mn(R)" (M) < sup  p(P).

PeConv(0,(R))

Soit ¢ € M, (R)* et on dispose donc de A comme dans le lemme 4. La décomposition
polaire de A donne O € O,,(R) et S symétrique positive, telles que A = OS. D’apres
le théoréme spectral, il existe (eq,. . ., e,,) base orthonormée de R™ formée de vecteurs
propres pour S. On a alors

n

tr(A07") = tr(S) = > (Sei,ei) = > _[[Sei .
i=1

i=1

De plus,

tr(AM) = tr(MA) = i(MAe,»,ez) = i(Aei,M*e,),

i=1 i=1
ol M* est ’adjoint de 1’endomorphisme M (pour le produit scalaire (-,-)). D’apres
I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

tr(AM) <> || Ae; ||| M€ -
i=1

Comme O est une isométrie, || Ae;||2 = ||Se;||2 et puisque ||M|] < 1, ||[M*|| < 1. En
effet, pour ||z|| < 1, par Cauchy-Schwarz
|Ma|[? < (MM*z,x) < [|M]|-||M*]],.

On en déduit

tr(AM) < Z [|Se;ill2]| M e;l|l2 < Z ||Seills = tr(AO™1) < sup ©(P).
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