Fonctions caractéristiques, moments et théoreme limite central
Achille Méthivier

Proposition 1. Soit X une variable aléatoire réelle sur (2, F,P) et ox sa fonction
caractéristique. On a,
1. Si X admet un moment d’ordre n € N*, alors @, est de classe C"™ et on a, pour
1<k<n,
vieR (1) =i* / X* exp(itX) dP,
Q

et en particulier
pl"(0) = FE(XP).

2. Inversement, si px est 2n fois dérivable en 0 (n > 1), X admet des moments
jusqu’a l’ordre 2n et vérifie les formules ci-dessus.

Démonstration. Démontrons la premiere assertion. Puisque

dk
e exp(itX) = (iX)* exp(itX),
et comme
dk
W exp(itX)| < | X|*.

On conclut par théoreme de dérivation sous le signe intégral.

Inversement, montrons la proposition par récurrence sur n. Pour n = 0, E(X%) = 1 et
il n’y a donc rien a démontrer. Pour n > 1, supposons la propriété vraie au rang n — 1.
Comme ¢x est C2", elle est C2("~1) et admet donc un moment d’ordre 2(n — 1). Le
sens direct donne donc

AR = (-1t [ XD expix) d,
Q
et en particulier
2(n— n— n—
P (0) = (-1)" TR Y),
Comme w[)?(nfl)]
donne

est deux fois dérivable en 0, la formule de Taylor-Young & 1’ordre 2

n— n— n— n- t2 "
PRI (1) = (~1)"E(XH) 4 B (0) 4+ T o2(0) 4 o(s2)

On en déduit que

2(n—1 2(n—1 n— n—
Ry 4 QR () — 2(—1)n R (X2 D)
t2 t—0

P3(0).

Et comme
I 4+ B I (—) = (1) 12E(X 2D cos(tX)),

on en déduit

. n_1) 1 —cos(tX -1)" on
}E%E<X2( 1) t2( )>:( 2) tpg](O).

Or 2liminf; o 1_%52(”{) = X?. Pour (t,)pen suite de réels strictement positifs quel-

1—cos(tX)
12

conque telle que ¢, — 0, comme > 0, le lemme de Fatou donne

1 — cos(t, X
/ X" dP=E (X2<”1>2 lim inf COSQ(P))
Q peEN t

1— cos(t,X
< 2liminfE <X2(”1)COS(”)) < 400.
p

O

Théoreme 2. Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoire définies sur (0, F,P), a va-
leurs dans R et identiquement distribuées. On note X une variable aléatoire de méme
loi que les X; et on suppose que E(X?) < +oo. Alors, en posant S,, = D icnen Xis

. Sn—nE(X
on a la convergence en loi de % vers N'(0, Var(X)).
Démonstration du théoréme. Si X est constante p.s., puisque N(0,0) est la masse de
Dirac en 0, le résultat est vrai.
Supposons donc le contraire, de sorte que Var(X) # 0 et quitte a remplacer les X; par

(X; — E(X;))/+/Var(X;), supposons E(X;) = 0 et Var(X;) = 1. Par le théoréme de
Paul-Lévy, il suffit de justifier que, pour toutt € R

lim ¢g / m(t) = e /2,

n—oo

Soit £ € R fixé, par indépendance et équidistribution, on a pour tout n > 1,

0s,/vn(t) = (ex(t/vn)".

Comme X admet un moment d’ordre 2, ¢ x est deux fois dérivables en O et on a

Py (0) =E(X) =0 % (0) = —E(X?) = —1.



D’apres la formule de Taylor-Young a I’ordre 2 en O

2

ox(u)=1- % + o(u).

t=11 ﬁ+ 1 '
PSu/vmit) = o T2\ ’

2 .
Pour n assez grand, 1 — % +o0 (%) est dans le disque ouvert de centre 1 et de rayon
1. Or, il existe une détermination holomorphe du logarithme sur C\R* , notée log qui
vérifie de plus

Donc

Viz| <1 log(l1+2) =2+ o(z).

(t)=¢e log (1 —tQ + !
=exp|n — ol =
©s,/vn D g o -

= exp (’;2 + 0(1)>

2 2
— o—t3/2+0(1) o—t2/2
n— oo

Donc



