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Théoreme 1. Soit K un compact d’intérieur non vide de R"™. Alors il existe un unique
ellipsoide centré en 0, de volume minimal et contenant K.

Lemme 2. Notons /T (R) I’ensemble des matrices symétriques définies positives
réelles. Alors I’application det est strictement In-concave sur ., +(R).

Démonstration. Soit A, B € ./, (R), avec A # Beta €]0,1[.Onnote f =1 —
d’apres le théoréme spectral, il existe P € GL,,(R) et D = Diag(Aq, ..., A,) telles que

A=tPP B='PDP.
Comme B € .7, (R), les \; > 0, donc
(det A)*(det B)? = (det P?)®(det P? det D)? = det P?(det D),

eton adet(ad+ BB) = det P?(det(al, + 8D)). Or,comme A # B,ona \;, # 1, et
comme « €]0, 1],
In(a + BA;y) > aln(l) + Bln(\,).

Il en suit que
> In(a+BXi) > B> In(X)
i=1 i=1

donc

det(al, + D) = [[(a+ B\) (ﬁ ) = det(D)".

i=1

D’ot I'inégalité stricte det(aA + BB) > (det A)*(det B)P. O

Démonstration du théoréme. On note @ (resp Q*, resp Q1), I'espace vectoriel des
formes quadratiques sur R™ (resp I’ensemble des formes positives, resp. définies posi-
tives). Soit ¢ une € QT T, on définit Iellipsoide associé 2 ¢ comme

E={reR":q(x) <1}

On définit le discriminant D(q) de ¢ comme le déterminant de .S, matrice de ¢ dans
une base orthonormée de R™. Le discriminant est bien défini puisque que le déterminant
est invariant par changement de bases orthonormées et c’est une quantité strictement
positive. En notant V; le volume de £;, un changement de variables donne

Vo

ol Vj est le volume de la boule euclidienne. 11 s’agit donc de maximiser D(q). Pour cela,
introduisons

A={qeQt Vo e Kq(x) <1}.

C’est une partie de ) qui est fermé dans 1’espace vectoriel de dimension finie ), qu’on
munit de la norme N (g) = sup|,| ;<1 |¢(x)|. Montrons que A est un compact, convexe
et non vide.

e A est convexe : pour ¢, ¢ € A, A € [0,1], ona Ag+ (1 — A\)¢’ > 0 et pour
e K, @)+ (1 -Nd (@) <A+1-A=1.

o Aest fermé : pour z € K, la 'application ¢, : ¢ € Q — ¢(x) € R est continue
car linéaire en dimension finie. Or,

A= ()¢ '(

zeK

— 00, 1]) N Q+7

qui est donc bien fermé comme intersection de fermés.

e A est borné : comme K d’intérieur non vide donc on dispose de a € K etr > 0
tels que B(a,r) C K. Pour z € R™ tel que ||z|| < 1, on a ||rz|| < r donc
a+ rx € K. D’apres I’inégalité de Minkowski

Vi@ = St tre @ < L (Vata e + VaCa) < 2

[\

ﬁ

etcomme ¢ > 0,ona N(q) < 5.

— Enfin, comme K est compact, il existe M > 0 tel que K C B(0, M) et la forme
quadratique z +— ||z||? /M est dans A.
Par continuité du déterminant, ’application ¢ — D(q) est elle méme continue. A est
fermée, bornée en dimension finie donc compacte, elle y atteint un maximum en ¢q (au-
tomatiquement définie positive).
Montrons I’unicité d’une telle forme quadratique ¢. Soit ¢’ € A tel que D(q) = D(¢').
Par convexité de A, 3(q + ¢') € A, et supposons q # ¢', mais d’apres le lemme 2

D (;(q’ + Q)> >

ce qui contredit la maximalité de D(q).

D(q)*?D(¢')"/* = D(q),
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