IMAGE DE L’EXPONENTIELLE MATRICIELLE
Jérémie KLINGLER — Université LYON 1

Recasages : 153, 156 (peut-étre 155)

Références : — Objectif agrégation, Beck, Malick & Peyré (Exercice 4.17 page 213)
— Algebre & géométrie, Rombaldi (Lemme 23.1 page 767)

Théoréme. Soit M € GL,,(C). Alors il existe P € C[X] tel que M = exp(P(M)).
Corollaire 1. exp(M,(C)) = GL,(C) .
Corollaire 2. exp(M,,(R)) = {A € GL,(R) | 3B € M, (R), A = B*}.

Démonstration du théoréeme. Soit M € GL,(C). On commence par distinguer deux cas :

1. Supposons M diagonalisable. Alors il existe Q € GL,(C) telle que M = Q diag(\y, ..., \,)Q7 1,
ou les (\;) sont les valeurs propres de M comptées avec leur multiplicité. Comme M est
inversible, les \; sont tous non nuls. Ainsi, pour tout 1 < i < n, il existe u; € C tel que
A; = eti. Considérons P € C[X] le poyndome qui interpole les ()\;) sur les (;). Alors on
a:
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d’ou le résultat dans ce cas.
2. Supposons M unipotente : il existe donc A € M,,(C) nilpotente telle que M = I,,+ A.

n—1
Ak
Considérons N := Z(—l)k_l? qui est un polynéme en A et donc en M. On veut

k=1
montrer que exp(/N) = M. On utilise pour cela le lemme suivant :

+oo
ARtk
Lemme. Soient A € M,,(C) nilpotente et ¢ : ¢t € R+ Z(—l)k_lT. Alors pour tout

k=1
teR, e?® =1, +tA.

Démonstration du lemme. ¢ est bien définie et C* sur R car A étant nilpotente, la somme
est finie. Ainsi, pour t € R, on a
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Ainsi, la fonction 1 : t € R+ exp(p(t)) est C* sur R de dérivée ¢/'(t) = ¢'(t)e??) =
A(L, + tA)~ter®).
On en déduit donc que pour t € R, (I, +tA)y'(t) = Ae?®. En dérivant une seconde fois
cette expression, on aboutit a

Vte R, AY(t)+ (I, + tA" (t) = ¢'(t) Ae?D = Ay (t),

d’out (I, +tA)Y"(t) = 0 pour tout t € R.
Soit ¢t € R. Comme [, + tA est inversible, on en déduit que ¢”(t) = 0. Ainsi, ¢/(t)
Y'(0) = A et donc e¥®) = (t) = tA+(0) = I, + tA.
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Le résultat du lemme appliqué a t = 1 conduit donc au résultat.

Cas général. Considérons M = D + N la décomposition de Dunford de M. Comme M est
inversible, alors D D’est aussi et donc M = D(I, + D7!N).

Comme D et N commutent et que N est nilpotente, on en déduit que U = I, + DN est
unipotente.

D’aprés ce qui précede, il existe @1, Ry € C[X] tels que D = exp(Q1(D)) et U = exp(Ry(U)).
En outre, D et N sont des polynomes en M donc U est également un polyndéme en M : il existe
donc @2, Re € C[X] tels que D = Qo(M) et U = Ry(M). Ainsi, on en déduit par commutativité
de (@10 Q2)(M) et (Ry o Ry)(M) que

M = DU =exp(Qi(D)) x exp(Ra(U)) = exp((Q1 © Q2) (M) x exp((Ry 0 Ra)(M))
= exp((Q1 0 Q2+ Ryo Ry)(M)),

d’ou le résultat dans le cas général.

Le corollaire 1 découle directement du théoréme.

Démonstration du corollaire 2. Soit A = exp(B) € exp(M,(R)).

Alors A = exp(B) = exp(3B + 1 B) = exp(3 B)? car 3B commute avec lui-méme.
Réciproquement, soit A € GL,(R) telle qu’il existe B € M,,(R) telle que A = B2
Remarquons que det(A) = det(B)* # 0 donc B est inversible. En particulier, B € GL,(C)
donc le théoréme assure l'existence de P € C[X] tel que B = exp(P(B)).

La conjugaison étant stable par passage a I'exponentielle, on en déduit que, comme B € M,,(R),

B = B = exp(P(B)) = exp(P(B)).
Ainsi, comme P(B) et P(B) commutent, on en déduit :

A = B? = BB = exp(P(B)) exp(P(B)) = exp((P + P)(B)).

Or P+ P € R[X] donc (P + P)(B) € M,(R), ce qui achéve la preuve. O



