Isomorphismes exceptionnels
Achille Méthivier

Théoreme 1. On a les isomorphismes suivants :
1. GLy(Fy) = SLy(Fa) = PGLy(F3) = PSLy(IFs) =~ .75,
2. PGLy(F3) ~ .7y; PSLy(F3) ~ .
3. PGLy(F4) = PSLy(Fy) ~ o%.
4. PGLy(F5) ~ .; PSLy(F5) ~ 4.

Lemme 2. Soit k un corps et E un k-espace vectoriel. On a la suite exacte courte
suivante

1 — PSL(E) — PGL(E) — k" /E™™ — 1,
onk*™ ={xek*: yeck*z=y"}
Démonstration. On a la suite exacte suivante :
det

1—=SL(FE) - GL(E) — k" = 1.

Or det(Z(GL(E)) = det(k*Id) = k*". On a donc un morphisme surjectif det :
GL(E) — Ek*/kE*™ qui vérifie Z(GL(E)) C ker(&gc) et il passe au quotient en
det : PGL(E) — k*/k*™. Or, ker(det) = {[g] € PGL(E) : det(g) € k*"}, donc
pour [g] € ker(det), on dispose de x € k* tel que det(g) = z", donc z~1g € SL(E)
d’out [g] € PSL(E). Linclusion réciproque étant évidente, on a bien la suite exacte
voulue. O

Lemme 3. Les cardinaux des groupes linéaires sur IF, sont les suivants :
I #GLn(Fg) = (¢" = 1)(¢" —q) -+ (¢" —¢"71).
2. #SL,(Fy) = (¢" —1)(¢" —q) -~ (¢" — ¢" " 1)g"~' = N.
3. #PGL,(F,) = #SL,,(F,) = N.
4. #PSL,(F,) = N/doud=nANgq—1

Démonstration. Soit B = (ey,...,e,) une base de [y . Lapplication qui 2 A €
GL,,(F,) associe Aeq, . .. Aey,, les images par A des vecteurs de la base B est une bijec-
tion de GL,,(FF,) dans I’ensemble des bases de IFy;. Pour choisir une base (a1, ..., a,)

de [y, on peut prendre n’importe quel vecteur non nul a; donc ¢™ — 1 choix. La
seule condition pour as et qu’il ne soit pas dans le Vect(a1) qui est de cardinal g,
donc ¢" — q choix. On itérant ce raisonnement, on obtient le résultat 1.. Ensuite,
comme #F, = ¢ — 1, les résultats 2. et 3. s’en suivent. Maintenant on sait que

#PSL,,(F,) = #SL,(Fy)/#1n(Fy) ot p,(F,) est ensemble des racines n-emes

de I'unité dans F,,. Comme d|n, on p4(F,) C p,(Fy). Soit maintenant = € p, (Fy), et
on dispose de (u, v) € Z? tel que d = un+v(q—1), donc ¢ = (™) (x9~1)" et comme
z" = 2971 = 1, on abien 2% = 1 donc 14(F,) = pn(Fy). Or Z(SL(Fy)) = p1n(Fy) L,
donc #PSL, (F,) = N/d. O

Démonstration du théoreme. Considérons I"action de Fy par translation sur ]FZ\{O}

(A x) = AT,

et notons P(Fy) = FZ\{U} /T, I’ensemble des orbites pour cette action. Le groupe
GL,,(F,) agit alors aussi sur P(IF}) comme suit

P(Fg)
9],

GL,(F,) x P(E?)
(9, [z])

(on vérifie aisément que 1’action est bien définie) ce qui donne le morphisme de groupes
suivant

_)
|_>

¢ : GL,(F,) = L (P(Fy)).

Regardons le noyau de ce morphisme. Soit g € ker(y), alors pour tout [z] € P(IF}/) on
a [gz] = x autrement dit la famille (g, =) est liée. Il est alors bien connu que g est une
homothétie, donc ker(p) = IF; I,,. Par le premier théoréme d’isomorphismes, on obtient
un morphisme de groupes injectif

gb : PGLn(Fq) — y(]P)(FZ')) ~ Y(qn_l)/(q_l).
Dans le particuliers qui nous intéresse ol n = 2, on a
(,5 : PGLQ(Fq) — yq+1.

I1 est temps de récolter ce que I’on a semé :

1. Pour ¢ = 2, on a5 = {1}, les groupes linéaires sont donc tous égaux de cardi-
nal 6 et s’injectent dans .73 et lui sont donc isomorphes.

2. Pour ¢ = 3, on a #PGLy(F3) = 24 et le méme raisonnement prouve que
PGLy(F5) ~ .7,. De plus #PSLy(F3) = 12 et donc PSLy(F3) ~ <7 car
c’est le seul sous-groupe d’indice 2 dans .%.



3. Pour g = 4, en appliquant le lemme 2, on obtient la suite exacte suivante :
1 — PSLy(F4) — PGLy(Fy) — F}/F52 — 1.

Or, Fy = Fs[z] o x est une racine de X2 + X + 1 € Fy[X]. On a donc
Fy = {0,1,z,2 + 1} et on voit que F;?> = {l,z,2 + 1} = F; d’ob
PSLQ(]F4) = PGLQ(]F4) Et comme [LQ(F4) = {1} on a SLQ(]F4) = PSLQ(]F4)
Ces trois groupes sont de cardinal 60, donc leur image est d’indice 2 dans .75,
autrement dit, ils sont isomorphes a .o75.

4. Pour ¢ = 5, comme #PGLy(F5) = 120, I'image de PGL2(F5) par ¢ est un
sous-groupe de . d’indice 6, donc isomorphe a .%5. Et comme #PSLo(F5) =
60, il en découle que PSLy(F5) ~ of.

O
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