Le lemme de Morse
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Théoréme 1. Soit f : U — R une fonction de classe C* définie sur un ouvert U de
R™, contenant I’origine. On suppose que 0 est point critique non dégénéré de f, i. e.
dof = 0 et que d3f est une forme bilinéaire non dégénérée, de signature (p,n — p).
Alors, il existe un difféomorphisme C1, v — ¢(x) = (uy(2),...,u,(x)), entre deux
voisinages de 0 dans R™, tel que p(0) = 0 et

f@) = £0) =Y u@? = Y wilw)?.
i=1 i=p+1

Lemme 2. On note E [’ensemble des matrices réelles de tailles n X n et S le sous-
espace des matrices symétriques. On fixe Ay € S, inversible et soit ¢ : E — S définie
par

o(M) = tMAGM.

Alors il existe un voisinage V de Ay dans S une application A — M tels que
VAeV A=tMAqM.

Démonstration. La fonction ¢ est polynomiale en les coefficients de M, donc C'*°. Cal-
culons sa différentielle en I’identité. Soit H € FE,

oI+ H)="(I+H)A(I+H)
= Ao+ AoH +'HAy +'HAH .
——
=o(H)
Donc d;p(H) = AgH +'H Ag. Pour H € ker(d;p(H)),ona AgH +'H Ay = 0, donc
AoH = —'(AoH). Autrement dit,
ker(djp(H)) ={H € E : AoHest antisymétrique}.
De plus, djp est surjective car pour A € S, H = %AalA vérifie bien d;p(H) = A.

Soit

F={MeFE : AM € S},
c’est un supplémentaire de ker(drp(H)) dans E et I € F. Soit ¢ : F' — S la fonction
définie par ¢ = |, alors dy3 est un isomorphisme d’espaces vectoriels, on peut donc
lui applique le théoreme d’inversion locale. Ils existent U voisinage de I dans F' (qu’on
peut supposer inclus dans I’ensemble des matrices inversibles), et V' = ¢(U) voisinage

de Ag dans S tels que 1 soit un C*° difféomorphisme de U dans V. Dans ce cas, pour
tout A € V, la matrice M = ¢~1(A) € F vérifie bien

A="MAM.

O

Démonstration du théoreme. Appliquons la formule de Taylor a I’ordre 2 avec reste in-
tégrale,

f(@) = £(0) = "2Q()=,

ol (x) est la matrice symétrique définie par

Q) = [ (1 -ndsar

Comme Q(0) = %d% f est symétrique et inversible par hypothese, on peut lui appliquer

le lemme précédent. Comme z — Q(x) est C'1, il existe W voisinage de 0 dans R™ tel
que pour tout = dans W on ait Q(z) € V, ot V est défini comme dans le lemme (c’est

un voisinage de (0) dans S). On a donc une unique matrice inversible M () telle que
Q(z) = "M(2)Q(0)M (x),
etz — = 1(Q(x)) = M(z) est C1. On a donc
f@) = £(0) ="yQ(0)y, y=M(x)z.
Et comme Q(0) est de signature (p,n — p), il existe A € GL,,(R) tel que
'AQ(0)A = (Ié’ Ii_p) .

En effectuant le changement de coordonnés linéaire y = Awu, on obtient I’expression
locale pour f souhaitée. L’ application 2 +— A~1 M (x)x est C! et regardons sa différen-
tielle en O,

AT'M(R)h = A7 (M(0) +doM (b)) h
= A7 M(0) + (dgM(h)) h
=o(h)

Donc sa différentielle en 0 est A~ M (0) qui est une matrice inversible. Par inversion
locale, on obtient bien un C'! difféomorphisme local. O

I Références

1. Petit guide du calcul différentiel, Rouviere (pages 201 et 344)



