Un équivalent du nombre de polyndomes irréductibles unitaires de degré » sur I,
Achille Méthivier

Théoreme 1. On note A(n,q) = {P € F,[X] : P irréductible unitaire, deg(P) = n}
et I(n,q) = #A(n, q). Alors,

n

q

Lemme 2. Soit i : N — N la fonction multiplicative définie par (1) = 1, u(p) = —1
et u(p®) = 0 pour p premier et « > 2. Soit g : N — N une fonction et s la fonction

définie par
s(n) =Y _g(d).
d|n

Alors,
g(n) = > n(d)s (%)
d|n

Démonstration. Décomposons n en produit de facteurs premiers
n=pt .. pik.
Soit d|n, on a
p(d) #0 <= Vi<i<k p; fd
< Jr >034,...,4, € {1,...,k} distincts d = p;, -+ p;,.
On adonc #{d : pu(d) # 0} = #{ir,...,i, € {1,...,k} distincts} = ().

Donc, pour n > 1,
k
St =3 (F) v o

d|n r=0

et cette somme vaut 1 pour n = 1. Maintenant,

Sou(E)s@=>n(%) > g)
d'|d
7
|d d|n

dln dln
=2 o) 32 n(3)

d'|n d’
=> g(d)Y_ (k) = ng(n).
dn kI

a

Démonstration du théoréme. Soit d un diviseur de n et P € A(d,n). Pour x une ra-
cine de P dans un corps de rupture K. Comme P irréductible et deg(P) = d, on a

[K :TF,] = ddoncpourtouty € K ona yqd = y. Et comme d|n, on peut écrire

d

27" = (...(zqd)qd...)q = .

Donc z est racine de X" — X. Comme P est irréductible, il est scindé a racines simples
dans [, et toutes ses racines sont racines de X 4" — X, donc P|X " _ X, Récipro-
quement, si P est un facteur irréductible, de degré d, de X " — X sur F, [X]. Comme
X" — X est scindé sur F, pour z racine de P, ona x € Fyu. Donc K = F,(x) est
un corps intermédiaire entre I, et Fy». Donc

[Fgn : K|[K : Fy] = [Fyn : Fy] = n.

Finalement d|n. De plus, la dérivée de X" — X est q"Xq"_1 —1=-1,donc X" — X
est a racines simples, donc tous ces facteurs irréductibles sur IF, sont simples. Finale-

ment,
x'-x=]] [I P
d|ln PeA(d,n)

Et donc,

¢" = dI(d,q).
d|n
En appliquant le lemme 2, on obtient

nl(n,q) =>» p (%) q“.
dn

Posons I(n,q) = % avec
— n\ d
d|n
d<n
Or,
2] 3] 3]+
gt?’ —1 gtz
ml <) ' <q < = o(q"),

d’ou le résultat.
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