Décomposition polaire
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Théoreme 1. On désigne par .7 (R) (resp. 1 (R)) I’ensemble des matrices symé-
triques (resp. définies positives) a coefficients réels et O(n) I’ensemble des matrices
orthogonales réelles. L’application

p: O(n)x STT(R) — GL,(R)
(0,S) — oS

est un homéomorphisme.

Démonstration du théoréeme. Débutons par I’existence et 1’unicité d’une telle décompo-
sition. Pour (O, S) € O(n) x #T*(R), posons M = OS. Alors ' M M est symétrique
définie positive, donc diagonalisable en base orthonormée et de valeurs propres réelles
positives. On dispose de O1 € O, (R) et A\; > 0 tels que

A1 0
PMM =0, o7t
0 An
Vi 0
Si on pose S = Oy . 07!, alors S est symétrique définie positive.
0 Van

En posant O = MS™!, on vérifie que O € O,,(R) et I'existence de la décomposition
polaire en découle.

Pour I’unicité, on dispose de P € R[X] vérifiant P()\;) = v/\; (par exemple polynome
interpolateur de Lagrange). Donc P(*M M) = S, et si Sy est une matrice symétrique
définie positive vérifiant S? = * M M. En particulier S; commute avec ‘M M donc avec
S. Donc S et Sy sont diagonalisables dans la méme base avec des valeurs propres posi-
tives de carrés égaux, elles sont donc égales.

L application est continue car le produit matricielle 1’est. Montrons la continuité de la
réciproque. Soit M € M, (R), alors M = OS sa décomposition polaire, et consi-
dérons une suite (M} )ren convergent vers M. Ecrivons M, r = OrSi et on veut éta-
blir que O — O et Sy — S. Comme O, (R) est compact, quitte a extraire, on
peut supposer que (Og)ren converge vers O’ € O, (R). Alors (Sy)ren converge vers
O'~IM = S € #(R) car c’est un sous-espace vectoriel de dimension finie, donc
fermé. Mais S’ inversible car produit de matrices inversibles, donc S’ € .+ (R). Au-
trement dit, M = O’S’ et par unicité de la décomposition polaire, S = S’ et O = O'.
La suite (O )gen a valeurs dans le compact O, (R) n’a qu’une valeur d’adhérence, elle
est donc convergente vers O et donc (Sk)ren converge vers S. O

Application 2. Le groupe GL,,(R) admet deux composantes connexes homéomorphes,
GLI(R) = {M € GL,(R) det(M) > 0} et GL, (R) = {M € GL,(R)
det(M) < 0}.

Démonstration. Etablissons que SO, (R) est connexe, et méme connexe par arc. Pour
O € SO, (R), ils existent P € O(n) et 01, ...,0; € [0, 27| tels que

1

pP-top = ,

R(0k)

. \ _ [cos(0;) —sin(6;) _ S _
ot R(0;) = <sin(9i) cos(0:) ) Les —1 sont en nombre pair puisque det(O) = 1,

-1 0

0 1) = R(m). Pour t € [0, 1], posons

on peut donc écrire chaque bloc (

1

R(tr)

R(tm)
R(t01)

R(t0))

Alors t € [0,1] — Py(t)P~' € SO,(R) est bien un chemin continu, reliant I,
a O. En posant SO, (R) = {O € 0O,(R) det(O) = —1}, on a un homéo-
morphisme O € SO, (R) — Diag(—1,1,...,1) - O € SO, (R) et donc SO,, (R)



est connexe (par arcs). Or, la décomposition polaire fournit les homéomorphismes
GL!(R) ~ SO,(R) x .#T+(R) et GL, (R) ~ SO, (R) x .#T+(R), les membres
de droite étant connexes comme produit de connexes. O
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