
Lemme. Soit E un K−ev de dimension 2. PGL2(E) agit fidèlement sur P (E)

Démonstration. l’action de GL2(E) sur P (E) est décrite par{
GL2(E)× P (E) → P (E)

(g, u) → g(u)

ou u est la classe du vecteur u ∈ E dans P (E) Cette action donne un morphisme de groupe
ϕ : GL(E) → S(P (E)) Soit g ∈ ker(ϕ). Alors ∀(x1, x2) ∈ E, ∃λ ∈ K, tel que g(x1, x2) = (λx1, λx2).

Soient x, y ∈ E \ {0} linéairement indépendants. il existe λ, µ ∈ K tels que g(x) = λx et g(y) = µy Mais
aussi il existe ν ∈ K tel que g(x + y) = ν(x + y) donc (λ − ν)x + (µ − ν)y = 0. Par inidépendance de x et
y, λ = µ = ν et g = λIdE Ainsi ker(ϕ) = {λIdE | λ ∈ K} donc par le premier théorème d’isomorphisme, ϕ
se factorise en un morphisme injective ϕ̃ : GL(E)/Z(GL(E)) = PGL(E) → P (E)

On suppose maintenant que K est un corps fini à q éléments

Lemme. |P (E)| = q + 1, PGL(E)| = q(q − 1)(q + 1)

Démonstration. Chaque élément non nul de E se trouve sur exactement une droite donc

|E| = |E \ {0}|+ 1

q2 = |K∗||P (E)|+ 1

|P (E)| = q2 − 1

q − 1
= q + 1

Pour se donner une matrice dans GL(E) il faut choisir un premier vecteur colonne non nul, donc q2 − 1
choix. Puis un deuxième vecteur colonne qui n’est pas multiple du premier donc q2 − q choix.

|GL(E)| = (q2 − 1)(q2 − q)

PGL(E) =
(q2 − 1)(q2 − q)

q − 1
= q(q2 − 1) = q(q − 1)(q + 1)

Lemme. Si n ≥ 5, un sous-groupe d’indice n de Sn est isomorphe à Sn−1.

Démonstration. soit H < Sn d’indice n, et X := Sn/H. Sn agit sur X par translation à gauche ce qui
donne un morphisme de groupe Ψ : Sn → S(X) avec ker(Ψ) ◁ Sn. Or comme n ≥ 5 les seuls groupes
distigués de Sn sont {id}, An et Sn. Mais comme ker(Ψ) ⊂ H, |ker(Ψ)| ≤ (n − 1)! < n!

2 = An donc
ker(Ψ) = {id} et Ψ est injectif. Or comme |Sn/H| = n, Ψ est un isomorphisme et on a

H ∼ Ψ(H) = {σ ∈ S(X)| σ(H) = H} ∼ S(X \ {H}) ∼ Sn−1

théorème. PGL2(F5) ∼ S5

On a |PGL2(F5)| = 5× 4× 6 = 5! = |S5|. Par le morphisme ϕ̃ définit plus haut, H := ϕ̃(PGL2(F5)) est
un sous groupe de S6 d’indice 6!

5! = 6. Par le Lemme, PGL2(F5) ∼ H ∼ S5

théorème. Il existe un automorphisme exterieur dans S6

Démonstration. On a un un morphisme ϕ̃ : PGL2(E) → S6 injectif, H = ϕ̃(PGL2(E)). S6 agit transiti-
vement sur X = S6/H par translation à gauche. cette action induit un automorphisme

Ψ : S6 → S(S6/H) ∼ S6

H → stab{e}

Donc H agit transitivement sur un ensemble à 6 éléments mais pas Ψ(H). Or si Ψ etait intérieur, alors il
existe σ ∈ S6 tel que Ψ(τ) = στσ−1. Soient i, j ∈ {1, ..., 6} il existe h ∈ H tel que h(σ−1(i)) = σ−1(j) et
alors Ψ(h)(i) = σhσ−1(i) = σσ−1(j) = j et Ψ(H) agirait alors transitivement sur {1, ..., 6} ce qui n’est pas
le cas donc Ψ est exterieur.
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