Lemme. Soient M, N deux points distincts du plan de coordonées barycentriques (x1,y1,21) et (x2,ya2, 22)
respectivement. Alors (MN) a pour équation :

1 Y1 2
T2 Y2 22 |=0
X Y Z

Démonstration. On suppose sans changer l'anulation du systéme que les coordonées barycentrique sont de
somme 1 (x1+y1+21 =2+ Y2+ 22 =1). P un point de coordonnées (X,Y,Z), X +Y + Z =1 est dans
(MN) s’il existe t tel que MP =tMN. C’est & dire :

X—z1 = t(zy—m)
Y-y = ty2—w1)
Z — Z1 = t(ZQ — 21)

Comme les coordonées sont de somme 1, la derniére ligne vaut moins la somme des deux autre, donc t vérifie
le systeme des deux premiéres lignes :

X — To — 1 X—JL‘l o —T1 X1 X T2 T X T2 T
0=1y_ PR = Yy o o =Y e o (=Y o
27 0 0 1 11 1 7 2 oz

Lemme. Soient ABS et R = (A,A_B,A_C') le repére affine correspondant. L’équation d’un conique passant
par A, B,C est pY Z + qZX +rXY =0 ou p,q,r sont non tous nuls.

Démonstration. Soit M de coordonées barycentriques (z,y, z) dans le repére affine (A, B,C). C’est & dire
2AM + yBM + 2CM =0
2AM + yBA + yAM + 2CA+ 2AM =0
(z+y+2)AM = yAB + zAC

Al = Y AB+ i Y
(z+y+2) (z+y+2)

Les coordonnées cartésiennes de M dans R sont donc ( . L’équation cartésienne affine des

coniques dans R est par définition

Yy z )
(z+y+2)’ (z+y+z)

a1 U? + UV 4+ asV2 4+ B1U + BV +v=0

ot (o, g, a3) # (0,0,0). On y substitue U =
0 on trouve l’équation :

etV = et en mutipliant pas (X+Y +2)% #

Y __Z
(X+Y+2) (X+Y+2)’

DIX,Y,Z) = Y? + Y Z +a3Z? + (B1Y + B Z) (X +Y + Z2) +v(X +Y +2)* =0

Cette conique passe par A, B et C ssi D(1,0,0) = D(0,1,0) = D(0,0,1) =0 c’est a dire ssi

0 = 0
ap+pB = 0
az+PB = 0

Les coniques passant par A, B,C ont donc pour équation
—CleY + (CVQ - OélOlg)YZ - OégXZ =0
En posant p = as — ayaz, g = —az, ¥ = —a1 on a bien la forme énoncée.

théoréme. Soient 6 points distincts du plan affine A, B,C, A’, B',C" trois a trois non-alignés. On suppose
que les points P = (BC')N (B'C), Q = (AC")N (A'C), R = (AB’) N (A'B) existent. Alors il existe une
conique passant par A, B,C, A’ B',C" ssi P,Q, R sont alignés.



Démonstration. Comme A, B,C ne sont pas alignés, considérons le repere barycentrique ABC. Notons

0 1 0
(a1, az2,a3), (b1,b2,b3), (c1,ca,c3) les coordonnées de A’, B',C" . (BC") a pour equation | ¢; ca c3 | =0.
XY Z

c’est a dire c3X — 1 Z = 0. de la méme fagon (B'C) a pour equation b1Y — boX = 0. Les coordonnées
de P qui est lintersection de ces deux droites est alors (bicy,ci1ba,bics). On trouve de la méme facon
Q = (a1c2,a9c0,a2¢3) et R = (a1bs,aszby, azbs). Ainsi P,Q, R alignés ssi R € (PQ) c’est a dire A =
b101 Clbg b103
ai1cy  agce  agcs | = 0 Soit maintenant C une conique passant par A, B,C. ON a vu que C est d’équation
ajbs azby agbs
pY Z +qZY +rXY =0 avec p,q,r non tous nuls. Or A’, B, C" sont dans C ssi ils vérifient I’équation donc
ssi il existe (p,q,r) € R3\ {0} tels que

pazaz + gaiaz +rajay = 0
pbabs + gbibs +rbiby = 0
pcacs + qcics +reieca = 0

lexistence d’un tel triplet est équivalente a la nullité de

asa3z a1a3 a1aQ
A = | boby  biby  bibo
C2C3  C1C3  C1C2

Comme les points A, B,C, A’, B',C" sont trois d trois non alignés, ai, as, as, by, ba, b3, c1, ca, c3 sont tous non
nuls. On obtient en factorisant dans A la premiere ligne par bycy, la deuziéeme ligne par asce et la troisiéme
ligne par asbs

by c3
1 by (31 a2a3 b2b3 CoC3
A= b101a202a3b3 = % 1 % =| ajaz bibs cic3 | = A
a b g araz biby ciez
as b3

Ainsi A" = A donc A =0 ssi A" =0 ce qui equivaut a ’équivalence souhaitée.



