
Lemme. Soit f ∈ Lp(T) alors
Φf : [0, 2π[ → Lp(T)

a → τaf

est uniformément continue.

Démonstration. Si f ∈ C(T), Comme T est compact, f est uniformément continue. Soit ε > 0, il existe
δ > 0 tel que pour tout x, y ∈ T,

dT(x, y) ≤ δ =⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε

Où d(x, y)T = |x− y| [2π]. Ainsi si dT(a, b) ≤ δ

||τaf − τbf ||p =

(
1

2π

∫ π

−π

|f(x− a)− f(x− b)|p
)1/p

≤ ε

Si f ∈ Lp(T) pas forcément continue. Soit ε > 0Par densité de C(T) il existe g ∈ C(T) tel que ||f−g||p ≤ ε/4.
On vient de voir que Φg était uniformément continue donc il existe δ > 0 tel que

dT(a, b) ≤ δ =⇒ ||Φg(a)− Φg(b)||p ≤ ε/2

Alors par concavité de x → x1/p

||Φf (a)− Φf (b)||p ≤ 2||f − g||p + ||Φg(a)− Φg(b)||p ≤ ε

théorème. On pose KN =
∑N

n=0 Dn le noyau de Féjer où Dn est le noyau de Fourier. σN (f) = f ∗KN

— Si f ∈ C(T)alors||σN (f)||∞ ≤ ||f ||∞ et σN (f) converge uniformément vers f .

— Si f ∈ Lp(T) alors ||σN (f)||p ≤ ||f ||p et lim
N∈∞

σN (f) = f dans Lp

Démonstration. Soit f ∈ C(T), comme
∫ π

−π
KN (t)dt = 1 On a

||σN (f)||∞ = ||f ∗Kn||∞ ≤ ||f ||∞

On définit le module de continuité de f par

ω(η) = sup{|f(u)− f(v)| | |u− v| ≤ η}

Soit δ > 0

|f(x)− σN (f)(x)| =
∣∣∣∣f(x)− 1

2π

∫ π

−π

f(x− t)KN (t)dt

∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫ π

−π

|f(x)− f(x− t)|KN (t)dt

≤ ω(δ) + 2||f ||∞ sup
δ≤|t|≤π

KN (t)

or sup
δ≤|t|≤π

KN (t) ≤ 1
Nsin2(δ/2) donc

||f − σN (f)||∞ ≤ ω(δ) + 2
||f ||∞

Nsin2(δ/2)

En passant a la limsup (on ne sait pas si la limite existe mais la limsup est toujours définie, eventuellement
∞) Il vient pour tout δ > 0

lim sup
N→∞

||f − σN (f)||∞ ≤ ω(δ) ≤ inf
δ>0

ω(δ)
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Or comme f est unifromément continue car continue sur T qui est compact, ω est continue en 0 et ω(0) = 0.
Ainsi inf

δ>0
ω(δ) = 0 et donc

0 = lim sup
N→∞

||f − σN (f)||∞ = lim
N→∞

||f − σN (f)||∞

Si f ∈ Lp(T), Soit x ∈ T. Par l’inégalité de Hölder appliqué à la mesure de probabilité KN

2π dt

|σN (f)(x)|p ≤ 1

2π

∫ π

−π

|f(x− t)|pKN (t)dt

et par Fubibni-Tonelli

||σN (f)||pp ≤ ||f ||pp
1

2π

∫ π

−π

KN (t)dt = ||f ||pp

De même

||f − σN (f)||pp ≤ 1

2π

∫ π

−π

KN (t)g(t)dt = σN (g)(0)

où g : t → ||f − τtf ||pp est continue. Ainsi par ce qui précede ||σN (f)− f || → g(0) = 0
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