théoréme. Soit f : E — E k-contractante et (E,d) complet, alors f admet un unique point.
Démonstration. Soit a,b deuz points fixes de f, alors
d(f(a), f(b)) < kd(a,b)
d(a,b) < kd(a,b)
or k <1 donc d(a,b) =0 et donc a =b.

Soit xg € E, xpy1 = f(an). Alors par d(xp4+1,z,) < k"d(z1,20). En effet par récurrence sur n € N.
L’égalité est trivialement vérifié pour xg. Supposons l’égalitée vraie au rang n.

d($n+27$n+1) = d(f(il?n+1), f(xﬂ))
S k'd(xn-ﬁ-la -rn)
S knJrld(iL'l,ZL'o)

Ce qui achéve la récurrence. k™ converge car k < 1 donc soit p € N, ¢ > p. Par inégalité triangulaire :

neN
q—1 q—1 [eS)
d(.’IJp, mq) < Z d($n+17wn) < d(l‘l, -TO) Z k" < d(-le .’IJQ) Z k"
n=p n=p =p

Comme la série est convergente, pour tout € > 0 il ziste pg € N tel que d(x1, o) ZZOZP k™ < € et donc pour
tout p,q > po, ¢ > p d(zp, q) < € donc (xy,) est de Cauchy dans E complet, (x,) converge vers x € E.
Par la continuité de f on a x = f(x)

corollaire. Soit (E,d) complet, f : E — E. supposons qu’il existe p € N tel que fP soit contractante, alors
f admet un unique point fize.

Démonstration. Comme fP est contractante elle admet un unique point fire v € E.
fP(f (@) = f(fP(2)) = f(z)

Donc f(x) est un point fize de [ or par unicité du point fize, f(x) = x. Soit a un auter point fize de f, alors
fP(a) =a donca ==

Lemme. Soit I C R un intervalle, w € C}(I,R) et v € C(I,R). On suppose Vt € I, w'(t) < v(x)w(t) Alors
avec tg € 1
Vte It > to, w(t) < w(ty)elio "%

Démonstration. On a

(w(t)e_ fgo v(s)ds)/ — (W () = v(t)w(t))e” S v(s)ds <0

donc t — w(t)e Jio ¥4 ot décroissante. En particulier avec to € I, Vt € I,t > to, w(t)e Jig v(s)ds < w(tp)
d’ou l’inégalité.

On obtient de plus Vt € I,t <ty, w(t) > w(to)ef:o v(s)ds
Lemme. Soit I C R un intervalle, u et v € C(I,R), a € R, ty € I.

On suppose v > 0, YVt € I,t > tg, u(t) <a+ j;to v(s)u(s)ds.
Alors ¥t € It > tg, u(t) < aelto V()%
Démonstration. Pourt € I, t >ty on pose w(t) = a + f; v(s)u(s)ds. On a W' (t) = v(t)u(t).

Par hypothése on a pour toutt € I, t >ty et comme v >0 :

u(t) <wl(t)
o()u(t) < vt (t)
W(t) < v(t)w(t)

PCL? l@ lemme pr écédent Vt € I, t>t w(t) < wl(t 6‘[;0 v(s)ds = aef*to v(s)ds
3 y, U= 10, > 0
ot (t) < ft’o v(s)ds



Lemme. Soit I C R un intervalle, u et v € C(I,R), a € Ry, tg € I.
On suppose u et v >0, YVt € I,t > tg, u(t) <a+ |fti) v(s)u(s)ds|.

t
Alors Vt € It > to, u(t) < ael Jro V()]
Démonstration. Soit t > tg,comme u,v > 0 on se trouve sous les hypotheése du lemme précédent donc
’U,(t) < aeftto v(s)ds
Sit <tg on pose w(t) =a— ftto v(s)u(s)ds. Alors w'(t) = —u(t)v(t) > —v(t)w(t) d’ou

(W(t)eftto v(s)ds)’ _ (w'(t) I W(t)v(t))eftto v(s)ds >0

t t
donct — w(t)effo Vs ost croissante et donc w(t)efto v()ds < w(to) =a

Finalement, u(t) < w(t) < ae” Jio v@)s _ ol Jig v()ds]

théoréme. Soit I C R un intervalle, A € C(I, M, (K)), B € C(I,KN), tg,z0) € I x KV alors il existe une
unique solution y : I — KN au probléme de Cauchy :

{ v = A@t)y@) + B(1)
y(to) = Zo

Démonstration. Voyons ['unicité par les lemmes de Gronwall. Soient y,z deux solutions au probleme de
Cauchy. Par la formulation intégrale du probléme on ecrit

y(t) = xo + / A(s)y(s) + B(s)ds

z(t) = o + t A(s)z(s) + B(s)ds
) ==(0) = [ Al(s) =5

Ainsi pour tout t € I, t > to, [[t(t) — 20 < S A lly(s) — 2()l|ds
et pour tout t < to, |[t(t) — z(¢)||

u(t) = [ly(t) —z()ll, a =0 et v(t) = |
Voyons lexistence.
Supposons d’abord I C R compact. Alors il existe a, § > 0 tel que I = [tg — a,t9 + B]. On pose

E =C(I,KYN) munit de la norme || - ||oo- E munit de cette norme est commplet. On pose

< ftto A ly(s) — z(s)|| Donc par le lemme de Gronwall avec
[A@I] on a |ly(t) — 2(¢)|| = 0 donc y=2

¢ : F — E
fo= w0+ [} A(s)f(s) + B(s)ds

Poury € E, t — A(t)y(t) + B(t) est continue de I dans KN donc ®(y) € E. On pose k = supicr|||A2)||
qui est fini car I est compact et A et la norme matricielle sont continues. Voyons par récurrence sur p € N
que pour touty, y € E

197 (y)(£) — P () ()] < kp“;ﬁlly(t) — ()]l
En effet

19°0) (1) ~ 2@ (011 = ly(t) 5011 < Ky — gl

Supposons I’égalité vraie au rang p



SitZtO
1971 () (1) — 2" (@) (1)]] = || t A(s) (@7 (y)(s) — @(g)(s))ds]|
S/t A [(2F(y)(s) — DP(g)(s))l|ds

t

s —1t9)? .

Sk/ pli—fo) p,O) 1y = §llocds
to .

(t —to)Pt!

< kp-‘rl
- (p+ 1)

lly = llos
sit <t
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t
to — 5)P
<k [ Ly gas
to b:

(to — )Pt N
< k:pﬂmlly — 7|0
d’ot pour tout t € I,
+1
8P+ ()(0) — @) (o)) < et g

Ce qui achéve la récurrence. On pose v = max(«, ), On a pour tout p € N

n@mM@—¢%@uWSkqgmy—mu

Comme Y k;’,yp = ek, limpﬂmﬁ = 0 donc il existe py € N tel que 22 < 1 et alors BP0 est

contractante sur E qui est complet. Elle admet donc un unique point firey € E qm vérifie

m0=m+[A@M®+M@%

. y est solution du probléme de Cauchy sur [to — o, tg + f].

Si I est quelconque, on construit une solution sur I en posant pour t € I y(t) =y (t) ou J C I est un
intervalle compact qui contient t et to. Soient J, J' C I deux intervalles compacts contenant t et to, alors
JNJ est un intervalle compact qui contient t et tg. Par l'unicité de la solution au probléme de Cauchy sur
JNJ, on ayy(t) =yy(t) donc la solution y est bien posé.



