Lemme. Soit X une variable aléatoire réell, centrée et bornée par 1 presque surement ? Alors
£2
vt € RY, E(exp(tX)) < exp <2>

Démonstration. Par converzité de exp : pour x € [—1,1], pour tout t € R,
exp(tz) < 5Zexp(—t) + ELexp(t). tX est bornée p.s. donc exp(tX) est bornée donc intégrable.

E(exp(tX)) < %(E[(l — X)exp(—t)] + E[(1 + X)exp(t)])
< %(e*t +€') = cosh(t)
or 2Fk! < (2k)! donc
42k 42k 2
cosh(t) = kz:;) @0 < kz:;) i = €oP <2>

théoréme. Soit (X,,) une suite de v.a réelles, indépendentes, centrées et bornée p.s. (¢cp,) telle que | X,| < ¢,
alors

52
YneN, e >0, P(|S,| > ¢) < 2exp <—n>
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Démonstration. Soient n € N, t >0, £ est centrée bornée par 1 p.s. donc E[e:ﬂp(tcn )] < exp (%)
d’ou

Elexp(tSy) ﬁ Elexp(tXy)]

ﬁ (5

<exp <t2 Z ci)
k=1

par la croissnce stricte de exp, {Sn > €} = {exp(tS,) > exp(e)}. Par Markov on trouve

P(S,, > ¢) = P(exp(tSy,) > exp(e))

Elexp(tS,)]
exp(te)

2 &
<exp 5 Z ci —te
k=1
2
En posant a =Y} _, C%, la fonction t — a% — te atteint son minimum en t = < > 0 donc par croissance de

l’exponentielle :
&2
P(S, >¢) < exp ( )
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On trouve la méme magroration pour P(—S,, > ¢) d’ou

2
< -
PlSn] > €) < 2exp ( 22221 Ci)

théoreme. Soit (X,,) suite de v.a. i.i.d. de loi B(p) et o €]0,1[. Alors un intervalle de confiance de niveau
1 — a du parametre p est



Démonstration. Par linégalité de Hoeffding appliquée a (X, — p),

1 2.2
P(‘Sn—p’ >a> = P(|Sn —p| > ne) < exp (—n : )
" 2n

En posant € = %ln (%) alors a = 2exp <7"752) d’ot

1 1
P(‘Sn—p’<€> zl—P(‘Sn—p’>s> >1—-«
n n

théoréme.



