
Définition. Pour x > 0, y > 0 on définit

Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1e−tdt et B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt

théorème. 1. Γ est bien définie et C∞ sur ]0,+∞[

2. Γ et ln(Γ) sont convexes sur ]0,+∞[

3. ∀x > 0, Γ(x+ 1) = xΓ(x)

4. allure du graphe

5. B(x, y) = B(y, x), B(x+ 1, y) = x
x+yB(x, y)

6. ∀x > 0,

Γ(x) = lim
n→∞

nxn!

x(x+ 1)...(x+ n)

Démonstration. 1. pour x > 0, t > 0 on pose g(x, t) = tx−1e−t. On a g(x, t) ∼
t→0+

tx−1. Ainsi∫ 1

0
tx−1e−tdt est de même nature que

∫ 1

0
tx−1dt =

∫ 1

0
1

t1−x dt qui converge car x > 0, 1 − x < 1.

d’autre part pour tout x > 0, g(x, t) = o
(

1
t2

)
donc

∫∞
1

tx−1e−tdt converge. Finalement
∫∞
0

tx−1e−tdt
est bien définie.

On a t → g(x, t) est mesurable car continue, pour tout n ∈ N, ∂n

∂xn g(x, t) = ln(t)ng(x, t) continue en t
et en x. Soient 0 < a < b < ∞, Pour tout x ∈ [a, b],

Si 0 < t < 1, |ln(t)ntx−1e−t| ≤ |ln(t)n|ta−1 = o(t
a
2−1) qui est integrable sur ]0, 1[.

Si 1 ≤ t < ∞, |ln(t)ntx−1e−t| ≤ |ln(t)n|tb−1e−t = o( 1
t2 ) intégrable sur [1,∞[. On peut donc dominer

|∂
ng

∂xn
(x, t)| ≤ |ln(t)n|ta−11]0,1[ + |ln(t)n|tb−1e−t1[1,∞[

Ainsi par le théorème de convergence dominé, Γ(x) est Cn sur [a, b], pour tout 0 < a < b < ∞ pour
tout n ∈ N donc C∞

2. Γ est C2 et on a Γ′′(x) =
∫∞
0

ln(t)2tx−1e−tdt ≥ 0 donc Γ est convexe. Posons f = ln ◦ Γ. On a

f ′′ =
Γ′′Γ− Γ′2

Γ2

. Etudions Γ′2

Γ′(x) =

∫ ∞

0

ln(t)tx−1e−tdt

=

∫ ∞

0

(ln(t)t
x−1
2 e−

t
2 )(t

x−1
2 e−

t
2 )dt

≤
(∫ ∞

0

(ln(t)t
x−1
2 e−

t
2 )2dt

) 1
2
(∫ ∞

0

(t
x−1
2 e−

t
2 )2dt

) 1
2

par Cauchy − Schwarz

≤
(∫ ∞

0

ln(t)2tx−1e−tdt

∫ ∞

0

tx−1e−tdt

) 1
2

≤ (Γ(x)Γ′′(x))
1
2

Ainsi f ′′ ≥ 0 donc f est convexe

3. soit x > 0,

Γ(x+ 1) =

∫ ∞

0

txe−tdt

=
[
−txe−t

]∞
0

−
∫ ∞

0

−xtx−1e−tdt

= x

∫ ∞

0

tx−1e−tdt = xΓ(x)

1



4. Γ(1) =
∫∞
0

e−tdt = 1. xΓ(x) = Γ(x + 1) →
x→0+

Γ(1) = 1 Ainsi Γ ∼
x→0+

1
x . On a par une récurrence

immédiate pour tout n ∈ N, Γ(n + 1) = n!, en particulier Γ(1) = Γ(2) = 1. Ainsi par le théorème
de Rolle il existe c ∈]1, 2[ tel que Γ′(c) = 0. Comme Γ est convexe Γ′ est croissante donc Γ est

décroissante sur ]0, c] puis croisante sur [c,+∞[ , Γ(x) →
x→∞

∞. Γ(x)
x = (x−1)Γ(x−1)

x →
x→∞

∞ donc Γ

admet une branche parabolique d’axe Oy en +∞
5. Par changement de variable u = 1− t

B(y, x) =

∫ 1

0

ty−1(1− t)x−1dt

=

∫ 1

0

(1− u)y−1ux−1du = B(x, y)

*

B(x+ 1, y) =

∫ 1

0

tx(1− t)y−1dt

=

∫ 1

0

(
t

1− t

)x

(1− t)x+y−1dt

=

[(
t

1− t

)x −(1− t)x+y

x+ y

]1
0

−
∫ 1

0

x
1− t+ t

(1− t)2

(
t

1− t

)x−1 −(1− t)x+y

x+ y
dt

= 0− x

x+ y

∫ 1

0

−tx−1(1− t)x+y−x−1dt

=
x

x+ y
B(x, y)

6. Soit x > 0, n ∈ N∗. On pose gn(t) = tx−1
(
1− t

n

)n
10<t≤n. Pour tout t > 0, gn(t) →

n→∞
g(t). Par

convexité de exp, pour tout u ∈ R, eu ≥ 1 + u donc e−
t
n ≥ 1− t

n et donc e−t ≥
(
1− t

n

)n
. Finalement

pour tout n ∈ N, gn(t) ≤ g(t) et g est intégrable. Par le théorème de convergence dominé,
∫∞
0

gn(t)dt →
Γ(x). Or ∫ ∞

0

gn(t)dt =

∫ n

0

(1− t

n
)ntx−1dt

=

∫ 1

0

(1− u)n(nu)x−1ndu

= nxB(x, n+ 1)

= nx n

x+ n
B(x, n)

= nx n!

(x+ 1)...(x+ n)
B(x, 1)

= nx n!

(x+ 1)...(x+ n)

∫ 1

0

tx−1dt

= nx n!

(x+ 1)...(x+ n)

1

x

= nx n!

x(x+ 1)...(x+ n)

D’où
nxn!

x(x+ 1)...(x+ n)
→

n→∞
Γ(x)
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