Définition. Pour x > 0,y > 0 on définit

0o 1
F(:c):/ t*“Le~tdt et B(z,y):/ 711 =)yt

0 0
théoréme. 1. T' est bien définie et C™ sur |0, +o00|

2. T et In(T") sont convexes sur |0, 4o00[

3. ¥x >0, T(z+1) =al(z)

4. allure du graphe

9. B(z,y) = B(y,z), B(x + 1,y) = .1, B(z,9)

6. Vx>0,

I'(z) = lim nn!
n—oo x(x + 1)...(z +n)

Démonstration. 1. pour x > 0,t > 0 on pose g(z,t) = t*"te=t. On a g(x,t) s t*=1. Ainsi
fol t*~le~tdt est de méme nature que fol trldt = fol =dt qui converge car x > 0, 1 —x < 1.
d’autre part pour tout x > 0, g(x,t) = o (%) donc [[°t*"Le~'dt converge. Finalement [;°t" te~'dt
est bien définie.

On at— g(x,t) est mesurable car continue, pour tout n € N, %g(m,t) =In(t)"g(x,t) continue ent
et en x. Soient 0 < a < b < oo, Pour tout x € [a, ],
Si0<t<l1,|ln(t)"t* Le=t| < |in(t)"|t* ! = o(t31) qui est integrable sur )0, 1].

1

Sil<t<oo, |In(t)"t" te | < [In(t)"[t*te™" = o() intégrable sur [1,00[. On peut donc dominer

n
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Ainsi par le théoréme de convergence dominé, T'(x) est C™ sur [a,b], pour tout 0 < a < b < 0o pour
tout n € N donc C™

2. T est C* et on a T (z) = [;"In(t)?t* ‘e~ 'dt > 0 donc T est convexe. Posons f =Inol. On a

(, )] < [In(t)" [t Lo 1+ |In()" [t e Ly o

"7 — F/2

"
f - 1—\2

. Etudions I'"?

Ainsi f” >0 donc f est convexe
3. soit x >0,

o0
Pz+1)= / tYe”tdt
0
= [—tme*t]go —/0 —xt* e tdt

= x/ t*letdt = aT(z)
0



= [;Tetdt = 1. aT'(z) = D(z + 1) s (1) =1 Ainsi T s 1. On a par une récurrence

immédiate pour tout n € N, T'(n + 1) = nl, en particulier T'(1) = T'(2) = 1. Ainsi par le théoréme
de Rolle il existe ¢ €]1,2] tel que I'(c) = O Comme T' est conveze I" est croissante donc I' est

I'@) _ (@=DI'(z-1) — oo donc T

décroissante sur ]0,c| puis croisante sur [c,4+oo[ , I'(x) — oo. =
Tr—00 T—0o0

admet une branche parabolique d’axe Oy en +oo

. Par changement de variable u =1 —1
1
B(y,r) = / 71— ) e
0
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= / (1 —w)? " 'du = B(z,y)
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. Soit x > 0,n € N*. On pose g,(t) = t*~1 (1 — )" 1o4<pn. Pour tout t > 0, g,(t) — g(t). Par
- n—oo

convexité de exp, pour tout u € R, e* > 14 u donc e w >1- % et donc e”t > (1 — %)n Finalement
pour tout n € N, g, (t) < g(t) et g est intégrable. Par le théoréme de convergence dominé, [ g, (t)dt —

I'(x). Or
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=n"B(z,n+1)
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