théoréme. On identifie C a R?. On considére H*(D) I’ensembles des fonctions holomorphes sur le disque
unité de carré intégmble On munit cet espace du produit hermitien
< flg>= [ o flz +iy)g(x + iy)dzdy. Alors

— H2(D) est un espce de Hilbert

— Sien:z— /22", alors (en)nen est une base Hilbertienne de H*(D)

Démonstration. — Comparons || || et || ||2. Soit f € H*(D). Soit K C D un compact,
d=d(K,C\D) =d(K,S') Soit a € K. La formule de la moyenne donne pour tout r < d

1 27

fla)= 5

if
5 fla+re)do

On a

d d 2m
/ rf(a)dr = i / f(a+re®yrdodr
0

—f // flx + iy)dxdy
T o D(ad)

d2 (z + iy)dzdy

(@)l < o {flp
|f(a)| < d2 [fll2,p [[1]]2,p
|f(a)

D(a,d)

< d\fnfuw < =l
17l < =1l

Soit (fn)nen une suite de Cauchy de H?(D). Soit K C D un compact, d = d(K,S*). Pour toutn,m € N,
[ fn = frlles < ﬁ”fn — fmll2 donc f,, et uniformément de Cauchy et donc converge uniformément

vers f holomorphe sur tout compact de D et donc sur D. D’autre part L*(D) est complet et donc admet
une limite g € L?(D). par le théoréme de Riesz-Fischer il existe une sous suite (fo(n)) qui converge
presque partout vers g dans D. Ainsi f = g presque partout donc f € L*(D). H?(D) est complet.

— calculons pour n,m

< eplem >=

1)( 1)
Vn+1)(m+ /z” " dady
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_ (n + 1 m —+ 1 / 7"n+m+1d’l"/ ei(nfm)ede
T 0 0

_2my/(n+1)(m+1)

- 5nm
(n+m+2)w '

_ 2m(n+1) s

o (2n + 2)7 Tom T T

Soit f dans H?(D) voyons que f € Vect(ey,). Supposons f € Vect(e,)*. on note c,(f) =< fle, >= 0.
Comme [ est holomorphe on a il existe (a,) une suite de complexes tels que pour tout z € D,



f(z) => anz™ alors

f) = \/m / F(2)7" dudy

1
nt hm/ (2)z"dxdy
|z|<r

La premiere églité venant du théoreme de convergence dominée et la seconde par la convergence normale
sur tout compact de la série. On calcule de la méme facon que précedemment.

2 n+m+42
/ 2"z dxdy = ar On,m
|z|<r n—+m -+ 2

7.[.T2n+2

n+1 7r7"2"+2
C"(f)_\/ }ﬂzam +1

™ .
= ap lim r27+2
n—+1 r—1

0=a,

Ainst

Ainsi pour tout n € N, a, =0 et donc f = 0. Finalment Vect(e,)* =0, Vect(e,) = H?(D) donc (e,)
est une base hilbertienne



