Lemme. Soit F' un sous-espace vectoriel de E
1. dim(F) + dim(F+) > dim(E) avec égalité si q est non-dégénérée.

2. E=F@F"t ssi qr est non-dégénérée.

Démonstration. 1. Si F = {0} alors alors F+ = E et l’inégalité est bien vérifiée. Sinon soit (e1, ..., €;)
une base de F. On pose l; = ¢(-,e;) ot ¢ est la forme polaire de q. Posons f = (l1,...,ls). On a
Ft={x e E|VyeF, ¢(z,y) =0} ={zx € E|Vy e {1,...,s}, ¢(z,e;) =0} =Ni_ ker ; = ker(f)
Ainsi d’apres le théoréme du rang, dim(FL) = dim(ker f) = dim(E) — rg(f) > dim(E) — s =
dim(E) — dim(F) avec égalité si et seulement si ly,...,ls est libre. Supposons q non dégénérée, en
particulier qp Uest. Alors (Iy,...,1s) est libre. En effet soient A1, ..., \s € K tel que A\ily + ...+ A;ls = 0.
Alors pour tout x € F, 0 = Mly(z) 4 ... + Asl(x) = o(x, > Aies) done Y Aie; € F+ mais > M\ie; € F
donc comme qp est non dégénérée, Y N\ie; = 0 et comme (e;, ..., e5) est libre, A\y = ... = X\s = 0. Donc
(I1,...,1s) est libre et donc on & égalité.

2. Supposons qp non-dégénérée. Necesairement F' # {0} et d’apres le calcul précédent, (Iy,...,1s) est
libre. La démonstation précédent et le fait que F N F+ = {0} montre que E = F & F+.
Si E=F®F* alos FNF+ = {0} et donc qp est non-dégénérée.

théoréme. II existe un unique couple (s,t) € N? tel que pour toute base g-orthogonale (e1,...,ey), on a
s =card{i € {1,...,n}| g(ei) > 0}, t = card{i € {1,...,n}| q(ei) < 0}
En particulier s +t = rg(q). On appéle ce couple la signature de q

Démonstration. Soit B = (e1,...,ep) et B = (e}, ...,e,,) deux bases g-orthogonales de E. Quitte a permuter
B et B' on peut supposer

(>0)s 0 0 (>0)s 0 0
Matp(q) = 0 (< 0), 0 , Matp (q) = 0 (< 0)y 0
0 0 (O)n—s—t 0 0 (O)n—s’—t/

Voyons s = ', t =t'. Comme s+t =35+t =rg(q) il suffit de monter s =s'. Posons F' = Vect(ey,...,es)
et G = Vect(eq,....;e},). Si s > 1 alors F # {0} et pour tout x =Y z;e; € F\ {0}, q(z) = > qle;)a? > 0.
De méme si 8" < n alors pour tout x € G, q(z) < 0. En particulier FNG ={0}. Sis=0o0us =n ona
toujour sF NG = {0}. De la, n > dim(F @ G) = dim(F) + dim(G) = s+ n — s donc s’ > s. Comme B et
B’ et donc s et s’ jouent des rolent symétrique on en déduit s = s’

théoréme. Notons P (respectivement N) l’ensemble des sous-espaces de E sur lesquels la restriction de q est
définie positive (respectivement définie négative). Alors s = maz g+ ep(dim(ET) et t = mazg-epn(dim(E™)
avec maz(0) =0

Démonstration. Posons s’ = mazg+cp(dim(ET) et t' = maxg-cp(dim(E™). Par définition de s et t,
s<sett <t SiP =0 aorss=3s =0. Supposons P # (. Soit F € P tel que dim(F) = s'. Soit
(e1,...es) une base q—orthogonale de F. que l’on compléte en une base g—orthogonale (ey,...,e,) de E, ce
qui est possible car q p est définie donc non-dégénérée. Par le lemme on a donc £ = F&F*. Par mazimalité
de F dans P, q(esr41), -, q(en) < 0 donc par unicité de la signature s = s'. Par le méme argument on trouve
t=1t



