Lemme. Soit n € N*, ay,...,a, € C. On note w = e2™/™ et P(z) = )_, ap X 1 et

ay a2 (429

ap ai Ap—1
C(ah 5 an) = .

a2 ag aq

det(C(ar,...,an)) = [[1—, P(w")

Démonstration. Posons.J = C(0,1,0,...,0) de sorte que C(a1, ...,a,) = > p_; axJ* 1. Soit Q(z) = X"~
Alors Q(J) =0 donc J admet un polynome annulateur scindé a racine simple : Q(x) = Z;é X —wk. Les
valeurs propres de J sont donc les (w*) et donc les valeurs propre de C(ay, ...,a,) = P(J) sont les (P(w")).
Comme le determinant de C(ay, ..., ay) est le produit de ses valeurs propres, on en déduit le résultat.

théoreme. Soit P C C un polygone dont les sommets ont pour affives z1,...,zn. On définit la suite de
polygone (Py) par Py = P et Py1q le polygone dont les sommets sont les centres des arrétes de P,. La suite
Pi. converge vers l’isobarycentre des sommets de P

Démonstration. On représente Py par le vecteur colonne Zy =1 (2 (k) (k)) En notant

9= (% O 4 428 ) Uaffize de lisobarycentre de P, on veut montrer que Zy, tend vers T(g,...,g) Pour
(B (0 200 4o (0)

k € N, Par définition de Py1, Zpr1 =1 (2 +Z s +z ) =AZ, ou A= LI, 4+ 3J avec J définit

dans la prewve du lemme. Ainsi Z,, = A*Zy. L etude de la converge de Z, et donc mmenee aa letude de la
convergence de AF pour n’importe quelle norme car M,,(C) est de dzmenszon finie.
On a xa(X) = det(XI —A) =det((z — 3)J° — LJ) = det(C(X — 1,-1,0,...,0)). D’aprés le lemme,
xal@) = [l (X — 3 - —) [ (X — #) Ainsi les valeurs propres de A sont (M) et A est

dzagonalzsable, Il existe donc Q € GL,(C) telle que A = QDQ™! avec D = diag(1, H‘"J,..., 1+‘” ) Pour
1<i<n-1,

e—ilw/n + eilw/n
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’ tw ‘ = = |cos(ml/n)| < 1
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donc (HT‘*’l)k k—> 0. Ainsi A* k—> Diag(1,0,...,0) = B. Par continuité de la multiplcation matricielle,
— 00 — 00
Zy l—> BZy =G et G = AG. Ainsi G € ker A— I, mais ce sous espace est de dimension 1 ca espace propre
—00

de A associé a la valeur propre 1. Comme T(1,...,1) € ker (A — I,,), Il existe a € C tel que G =T (a, ..., a)
et Py converge vers le point d’affize a.
Finalmnt voyons que a = g, Pour tout k € N, l'isobarycentre de Pyy1 a pour affize

(k) (k) (k) (k)
1 277 + 2z + 2 - 1, w (k)
n( 5 +..+ 5 )fn(z1 + .o+ 20)
Donc les Py, ont tousle méme isobarycentre. Comme application Zj, — isobar(Zy) st continue (car polyno-
miale en les coefficients de Zy, On en déduit a = g



