
théorème. pour tout X ∈ Mn(R)

D(exp)(X) = eX
∞∑
k=0

(−adX)k

(k + 1)!

Démonstration. Soient H ∈ Mn(R) et L ∈ L(Mn(R)) On s’interesse aux equations differentielles{
f ′(t) = L(f(t))
f(0) = H

(1){
g′(t) = etL(H)
g(0) = 0

(2)

Soit f une solution de (1), alors (e−tL(f(t)))′ = e−tL(f ′(t)) − e−tL ◦ L(f(t)) = 0 donc t → e−tL(f(t)) est
constante égale à sa valeur en 0. évalué en 0 on trouve e0(f(0)) = H et donc f(t) = etL(H). Clairement,
t → etL(H) est solution de (1) c’est donc l’unique solution.

En intégrant terme à terme la série exponentielle, on obtient g(t) =
∑∞

k=0
tk+1Lk

(k+1)! (H), g(0) = 0 donc

cette fonction est solution de (2). Par Cauchy-Lipshitz (l’equation est de la forme g′(t) = f(t), c’est l’unique
solution du système.

Soit X ∈ MnR) Considrons f : t → etXHe−tX , Llors f ′(t) = Xf(t) − f(t)X = adX(f(t)). f est donc
solution de (1) avec L = adX donc f(t) = etadX (H). En particulier avec t = 1, eXH−X = eadX (H)

On définit g : t → ∂u=0(e
−tXet(X+uH)). alors g(0) = ∂u=0(In) = 0

(t, u) → e−tXet(X+uH) ∈ C2(R2,Mn(R)) car exp ∈ C2 donc par le théorème de Schwarz :

g′(t) = ∂t∂u=0(e
−tXet(X+uH))

= ∂u=0∂t(e
−tXet(X+uH))

= ∂u=0(−e−tXXet(X+uH) + e−tX(X + uH)et(X+uH))

= ∂u=0(ue
−tXHet(X+uH))

= e−tXHetX

Ainsi par ce qui précède, g′(t) = e−tadXH et donc g est solution de 2 avec L = −adX . Donc pour t = 1,

∂u=0(e
−XeX+uH) =

∑∞
k=0

(−adX)k

(k+1)! (H). En notant h : u → X + uH, eX+uH = exp ◦ h(u)

∂u(e
X+uH) = D(exp)(h(u))du(h) = D(exp)(X + uH)(H)

∂u=0(e
−XeX+uH) = e−XD(exp)(X)(H)

D(exp(X)(H) = eX
∞∑
k=0

(−adX)k

(k + 1)!
(H)
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