
théorème. Il exist γ > 0 tel que
n∑

k=1

1

k
= ln(n) + γ +

1

2n
+ o(

1

n
)

Lemme. si α > 1,
∞∑

k=n+1

1

kα
∼

n→∞

1

(α− 1)nα−1

Démonstration. On considère t → 1
tα intégrable et decroissante sur [1,+∞]. Si k ≥ 2 on a∫ k+1

k

dt

tα
≤ 1

kα
≤

∫ k

k−1

dt

tα

En sommant de n+ 1 à N ∈ N on a : ∫ N+1

n+1

dt

tα
≤

N∑
k=n+1

1

kα
≤

∫ N

n

dt

tα[
1

(1− α)tα−1

]N+1

n+1

≤
N∑

k=n+1

1

kα
≤

[
1

(1− α)tα−1

]N
n

(N + 1)1−α − (n+ 1)1−α

1− α
≤

N∑
k=n+1

1

kα
≤ N1−α − n1−α

1− α

1

(α− 1)(n+ 1)α−1
≤

∞∑
k=n+1

1

kα
≤ 1

(α− 1)nα−1

(α− 1)nα−1

(α− 1)(n+ 1)α−1
≤ (α− 1)nα−1

∞∑
k=n+1

1

kα
≤ 1

D’où l’équivlence par le théorème d’encadrement :

∞∑
k=n+1

1

kα
∼

n→∞

1

(α− 1)nα−1

Démonstration. On pose pour tout n ∈ N∗ Hn =
∑n

k=1
1
k , un = Hn − ln(n) et vn = un − 1

n . Soit n ∈ N∗

un+1 − un =
1

n+ 1
− ln(n+ 1) + ln(n)

=
1

n+ 1
− ln(

n+ 1

n
)

=
1

n+ 1
+ ln(

n+ 1− 1

n+ 1
)

=
1

n+ 1
+ ln(1− 1

n+ 1
)

≤ 1

n+ 1
− 1

n+ 1
= 0

(un) est croissante.

vn+1 − vn =
1

n+ 1
− ln(

n+ 1

n
)− 1

n+ 1
+

1

n

=
1

n
− ln(1 +

1

n
)

≥ 1

n
− 1

n
= 0

1



(vn) croissante, un − vn = 1
n →

n→∞
0 donc (un) et (vn) adjcentes. Il existe γ ≥ 0 tel que un →

n→∞
γ, comme

pour tout n ∈ N∗ γ ≥ vn, γ ≥ v0 = 1− ln(2) > 0 On a Hn = ln(n) + γ + o(1)
On pose pour tout n ∈ N∗ tn = un − γ. pour n ≥ 2

tn − tn−1 = un − un−1

=
1

n
+ ln(1− 1

n
)

=
1

n
− 1

n
− 1

2n2
+ o(

1

n2
)

= − 1

2n2
+ o(

1

n2
)

∼
n→∞

− 1

2n2

Ainsi
∑∞

k=2(tn − tn−1) converge et par le lemme

∞∑
k=n+1

(tk − tk−1) ∼
n→∞

−1

2

∞∑
k=n+1

1

k2

−tn ∼
n→∞

− 1

2n

Ainsi

tn =
1

2n
+ o(

1

n
)

Hn − ln(n)− γ =
1

2n
+ o(

1

n
)

Hn = ln(n) + γ +
1

2n
+ o(

1

n
)

2


