théoréme. le nombre d’endormorphisme digonalisables dans GI(E = F7) est

Gl (F,
DE)= > glciiﬁ»

mi+...+mg=n
avec |Glo(Fy)| =1

Démonstration. f est diagonalisable si et seulement si iy est scindé a racine simple or dans Fy,

X1-X = Haequ X —a donc puy divise X? — X et comme py est annulateur de f, f4— f =0
Ainsi par le lemme des noyaur,
B = ker(f? - f)
= @B ker(f — aldg)
agclF?

On définit
q
S= {(El,...,Eq)EZ- sew. de E et E = @E}

i=1
et ®: D(E) — S quia f associe (ker(f —aildg), ..., ker(f —aqldg)). © est bijective. En effet si f1, fo sont
tels que ®(f1) = ®(f2) alors Va € Fy, ker(fi — aldg) = ker(fo — aldg) et
E =@, cp, ker(f1 — aldp) @aer, ker(f2 — aldp). Soit x € E, v =3, cp TavVa 0U
vect(vy) = ker(f1 — aldg). Alors

fi(z) = Z fi(zava)

a€l,

= E QAL oV,

a€cl,

= Z fQ(xo/Ua)

acl,
= fa(2)

aussi on se donne (Eq,...,Eq) € S on pose f(x) = ayx si © € E; alors ker(f — a;Idg) = E; et f est
diagonalisable, ®(f) = (En, ..., Ey)

GL(E) agit sur S par u- (E1,...,Ey) = (u(E1),...,u(Ey)) Comme les orbites forment une partition de
S, le carinal de S est égal a la somme du cardinal ds orbites de cette action. Or le cardinale de (En, ..., Ey)
est {(Fi, ..., Fq) € S|dim(F;) = dim(E;)} En effet, si w € GI(E) alors clairement dim(u(E;)) = dim(E;),
d’autre par si on se donne (Fi, ..., Fy) tel que dim(F;) = dim(E;) alors on se donne deuz bases e = (eq, ..., €y,)
adaptée a E = @}, E; et f = (f1,...., [n) adaptée a E = @]_, F;. alors u définit par u(e;) = f; vérifie
u- (El, ...,Eq) = (Fl, cony Fq)

Le cardinal du stabilisateur de (En,...,E;) € S est [[7_; |Glm,(Fy)| ot m; = dim(E;). En effet on se
ronne une base e = (e1,...,e,) adaptée a E = @]_| E;. u € Stab(Ex, ..., Ey) ssi u(E;) = E; donc dans la
base e, Mate(u) = Diag(A, ..., Ay) avec A; € Gy, (Fy) On peut donc définir
U Stab(En, ..., Ey) = Gl (Fq) x ... X Gl (Fy) qui 6 u assosie Ay, ..., Ay). ¥ st clairement bijective (u est
détrminé uniquement par le g-uplet (A;) et si on se donne un g-uplet on trouve un u qui est envoyé dessus
qui vérifie u(E;) = E;. Ainsi |stab(Ey, ..., Eq)| = |Glm, (Fq) X ... X Gl (Fo)| = TT{_; |Glm, (Fg)|

par la formule des classe,

Gl,,(F?)
O(E1,...E)|==——-—""—
OB B =, ()
On a vu qu’une orbite était uniquement déterminé par un g-uplet (m1,...,mq) € (N)? tel que mi + ... +

mg =n d’ou finalement

Gl,, (F?
DE) = Y gﬁci&ﬂn

mi+...+mg=n



