2.4 Théoréme du min-max de Courant-Fischer et continuité des valeurs propres dans
le cas hermitien (153, 157, 158) [10], [5]

Le but de ce développement est d’exprimer les valeurs propres d’un endomorphisme auto-adjoint u en regardant

le quotient de Rayleigh-Ritz :

fulz), 2)

]2

On a vu que son maximum était une valeur propre de u, et méme la plus grande valeur propre de u, quand on

Vze E\{0}, Ry(z)=

a prouvé le théoréme spectral. On va donc faire pareil ici, mais en regardant le maximum sur des sous-espaces

vectoriels de dimension plus petites.

Théoréme 2.10 (Courant-Fischer). Soient (E, (-,)) un espace euclidien ou hermitien de dimension n et u
un endomorphisme auto-adjoint de E, dont les valeurs propres rangées dans ’ordre croissant sont notées
A1(u) < ... < Ap(w). Alors, en notant, pour k € [1,n], %, 'ensemble des sous-espaces vectoriels de E de

dimension k, on a :

Vk e [1,n], Ar(u)= min ( max W)Z max ( min W)
Feg, \zeF\{0} |z FeFn i1 \zeF\{0} ||zl

De ce théoréme se déduit le résultat suivant :

Corollaire 2.11 (Inégalité de perturbation de Weyl). Si u et v sont deux endomorphismes auto-adjoints de

FE, alors :
Ae(u) + M (0) < Ap(u+v) < Ap(u) + Ay (v).

En particulier, en notant | - || la norme subordonnée & la norme euclidienne ou hermitienne sur E, on a :
A (u +v) = Ak (u)] < Jl]-

Ainsi, les applications :

sont 1-lipschitziennes, donc continues.

Démonstration du théoréme. Remarquons déja que pour tout k € [1,n] et pour tout F € F#y (resp. F € Fp_j11),

V€ FA{0}, Ru(x) = <“ (HiH) ||§||> —f (Hzl)

sup Ry(z) = sup Ry(x) = max R,(z).
zeF\{0} zEF 3=
l|lz[[=1 [lz]|=1

on a :

Ainsi :

La derniére égalité vient du fait que la sphére unité est compacte et que R, est continue, et donc le sup est en
fait un max. Le méme raisonnement s’applique en remplagant les sup par des inf et les max par des min. Ainsi, les
quantités :

Ry, . min R,
25, ) s iy, (o)

sont bien définies. A partir de 14, notons, pour k € [1,n] :

pi(u) = inf ( max Ru(;z:)>,

FeZ \zeF\{0}
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et :

=g (g )

FGKgn_)«_Fl IEF\{O}

Etant donné que u est auto-adjoint, il existe une base orthonormée (e1,...,en) de diagonalisation de u. Considérons
alors I’espace vectoriel :
E; = Vect (e1,...,ex) € Fp.

Soit x € Ej, \ {0}. Ce vecteur s’écrit :
k
xr = Z ;€5
i=1

avec (ai,...,ax) € KF\ {(0,...,0)}. On a alors :

k
(u(z),z) = <Z Ai(w) e, Z ozjej>

i=1
k
= Z Ni(u) |oi]®  car (eq,...,ex) est une famille orthonormée.
S)‘k(u)
k
< (@) e
i=1
= Ax(u)ll=]
D’ou :
Ve € Ep \ {0}, Ru(z) < Ag(u).
Ainsi :
Ry(z) < A .
zerg;?‘\}i()} (33) - k(U)
Or,on a:
Ru(ek) = )\k(u)
Donc :

zerg’?\)io} R, (z) = Ap(u).

De méme, en considérant ’espace vectoriel :

Fy, = Vect(eg,...,en) € Fn_gt1,

on a :
Vo € Fp \ {0}, Ru(z)> Ai(u)
et donc :
min  R,(z) = A\ (u).
D’ou :

p (u) < A(u) < pf (u).

Prenons alors un sous-espace vectoriel V' de E de dimension n — k + 1. Puisque E} est de dimension k et que
n—k+1+k=n+1>n, intersection E NV n’est pas triviale. Ainsi, en prenant y € E; NV \ {0}, on a :

min  Ry(z) < R,(y) < max Ry,(z) = A\p(u).

zeV\{0} T zeBp\{0}
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Ainsi :

VYV € Fp_ra1, in Ry, <A )
€ Fucirr,_min Fu(w) < M(u)

et c’est une majoration indépendente de V. Ainsi, par la propriété de borne sup :
o (1) < Ai(u).

Idem, en prenant W € %, lintersection W N Fj n’est pas triviale car dim Fy, = n — k + 1. D’ou, en prenant
yeWNF,\{0},ona:
min R, (z) = \(u) < Ry(y) < max  Ry,(z),

zeFR\{0} zeW\{0}

et donc :
Me(u) < py ().

On a donc la chaine d’inégalités :
p (1) < X(w) < pif (u) < Mew) < pg (w).
Ainsi, toutes ces inégalités sont des égalités. Et, étant donné que Fy € F et F, € %, 11 et que :

min  R,(z) = A\p(u) = max Ry,(x
peBin g, Bul@) = Melu) = max  Ru(z)

on a bien :

Ak (u) = min max M = max min M )
FeZ, \zeF\{0} ||gc||2 FEFn ni1 \weF\{0} ||$H2

Démonstration du corollaire. On a :
Vo € E\ {0}, Rutv(z)=Ryu(z)+ Ry(z)

et :
Ve e E\{0}, Xi(v) < R,(z) < (v).

D’ou :
Ve e E\ {0}, A\ (v)+ Ru(z) < Ryyo(z) < Ap(v) + Ry(x).

Ainsi (par exemple) :

1 F < <
Vk € [1,n], VF € F, M(v)+ IGHFI‘%){(O} R.(z) < mgﬂ%?{(o} Ruto(x) < Ap(v) + zen%%}{{o} R, ()

Ainsi, par le théoréme du min-max de Courant-Fischer, on a :
AL (V) + Ap(u) < Ap(u+v) < Ap(v) + Ap(u).

On a donc :
—p(v) € Au(0) € Me(u+v) = Ae(v) < Anl0) < plv).

Ainsi :
| Ak (u+v) = Ap(v)] < p(v).
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Or, puisque v est auto-adjoint (en particulier, v est normal), on a :

p(v) = lvll,
ce qui conclut la preuve! O

Remarque 2.4.1 (Au secours, je comprends pas pourquoi si v est normal alors p(v) = ||v||!). Je vais prouver ce
fait dans C™ muni de sa structure hermitienne canonique. St v est un endomorphisme normal, alors il existe une

base orthonormée (eq,...,e,) de C" qui diagonalise v. Notons A1, ..., \, € C ses valeurs propres. On a alors :

n

Vo= aie; € C", Jo(a)|® = ZIA Plail® < p(0)* Y = p(0)?|ll*.

i=1 i=1

Ainsi :
vl < p(v).

Enfin, pour k € [1,n] tel que |\g| = p(v), on a :

p(v) = Akl = [[o(er)l

avec |leg|| = 1. Ainsi :
p(v) < lv]l.

On a d’ailleurs le fait plus général suivant : si v est un endomorphisme de E euclidien ou hermitien, alors :

loll = Vliveoll = V/p(v*v).
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