théoréme. On a la formule de wallis :
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Démonstration. pour n € N on définit

/2
W, = / sin”(x)dzx
0

On calcule Wy =7/2 et W1 = [— cos(:r)]g/2 =1 pour n > 2 on fait une intégration par partie :

w/2 /2
/0 sin”(x)dx :/0 sin” ™ (z) sin(z)dx
= [~ cos(x) sin”fl(gv)r/2 -
/2
= /0 (1 —sin*(z)(n — 1) sin™ " ?(z)dz
= (n - 1)(Wn—2 - Wn)
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Ainsi on trouve les formes générales :
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0 / —cos*(x)(n — 1) sin" % (x)dx
0

On remarque pour tout x € [0,7/2] sin® ™ (z) < sin®"(x) < sin®"~!(x) donc par la croissance de l'intégrale,

Wang1 < Way < Wapy

W. Won—
1 S 2n S 2n—1
W2n+ 1 W2n+ 1

1<(2n+1)§<<2n—1)-..1>2< Mm

2n...2 “2n+1

Par le théoréme d’encadrement on a

d’otu la formule de Wallis.

Démonstration. On a la formule de Stirling :
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Démonstration. on définit deuz suites (up)nen+ €t (VUn)nen+ par u, = VnnteT"
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n € N* on calcule

v, = In (Un+1>
Up,
( n+1)""yn+1 16”+1n'>
=lIn

n"fe” (n+1)!
(n+1)"+3
Bn”+ (n+1)
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:—1+(n+;)ln(1+
eI CRE)
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Ainsi 307 |vn| est équivalente ¢ Y o | -5 et donc convergente. Ainsi la série des vy, est absolument conver-
gente donc convergente. Or soit N € N*, > v, = In(un41) — ln(ul) On en déduit que (In(un))nen- est

convergente vers | € R. Par continuité de x — €®, u,, converge vers e'. On note 1 = ¢!

1
Uy ~ —
n o~ k
Vnnte™™ 1
~ 2
n! o k

n! ~ kyvnn'e™ ™"

(oo}

Calculons k en utilisant la formule de Wallis :
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Par unicité de la limite on a m = % donc k = /2w et donc finalement le formule de stirling

n! ~ V2rnn"e "
o0



