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Enoncé 1. Soit A ∈ Mn(R) une matrice symétrique définie positive, b un élément non nul
de Rn. On note Φ la fonctionnelle quadratique:

∀x ∈ Rn, Φ(x) =
1

2
∥x∥A − txb.

Alors l’application Φ atteint son minimum en x̄, l’unique solution du système Ax = b, et
seulement en ce point. De plus, si a ∈ Rn, a ̸= x̄, la suite (xk)k∈N définie par

x0 = a

αk = ∥∇Φ(xk)∥2

∥∇Φ(xk)∥2
A
, si xk ̸= x0

αk = 0, sinon

xk + 1 = xk − αk∇Φ(xk).

converge vers x̄. De plus, pour tout entier k,

∥xk+1 − x̄∥ ≤
√

λmax

λmin

(
λmax − λmin

λmax + λmin

)k+1

∥x0 − x̄∥.

où λmax et λmin sont respectivement la plus grande et la plus petite valeur propre de A

Lemme 1 (Lemme de Kantorovich). Pour tout élément x non nul de Rn, on a

∥x∥4

∥x∥2A−1∥x∥2A
≥ 4

λmaxλmin

(λmax + λmin)2
.

Démonstration du lemme. Soit x un élément non nul de Rn. D’après le théorème spectral, la
matrice A admet une base orthornormée (e1, . . . , en) de vecteurs propres. On note λi la valeur
propre associée au vecteur propre ei. Remarquons que ei est aussi un vecteur propre associé de
A−1 associé à la valeur propre 1

λi
. Ainsi, en désignant par xi la i-ème coordonnée de x dans la

base (e1, . . . , en), on a :

∥x∥A∥x∥A−1 =

√√√√ n∑
i=1

λix
2
i

√√√√ n∑
i=1

1

λi
x2
i

=

√
λmax

λmin

√√√√ n∑
i=1

λi

λmax
x2
i

√√√√ n∑
i=1

λmin

λi
x2
i

D’après l’inégalité ab ≤ 1
2 (a

2 + b2), on a alors

∥x∥A∥x∥A−1 ≤ 1

2

√
λmax

λmin

n∑
i=1

(
λi

λmax
+

λmin

λi

)
x2
i .

Mais l’application définie par

∀t ∈ [λmin, λmax], g(t) =
t

λmax
+

λmin

t
.

est convexe. donc puisque g(λmin) = g(λmax) = 1 + λmin

λmax
, on a pour tout t ∈ [λmin, λmax],

g(t) ≤ 1 + λmin

λmax
. En reprenant l’inégalité précédente, il vient alors

∥x∥A∥x∥A−1 ≤ 1

2

√
λmax

λmin

(
1 +

λmin

λmax

)
∥x∥2.
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En élevant au carré, on trouve

∥x∥2A∥x∥2A−1 ≤ 1

4

λmax

λmin

(
1 +

λmin

λmax

)2

∥x∥4

ou encore, puisque x est non nul

∥x∥4

∥x∥2A−1∥x∥2A
≥ 4

λmin

λmax

λ2
max

(λmax + λmin)2
.

Démonstration. Passons à la preuve de l’énoncé. Montrons que Φ est différentiable. Soit h ∈ Rn

Φ(x+ h) =
1

2
∥x+ h∥2A − ⟨b, x+ h⟩

=
1

2
∥x∥2A + ⟨x, h⟩+ 1

2
∥h∥2A − ⟨b, x⟩ − ⟨b, h⟩

= Φ(x) + ⟨Ax− b, h⟩+ 1

2
∥h∥2A

= Φ(x) + ⟨Ax− b, h⟩+ o∥h∥→0(∥h∥).

puisque en dimension finie toutes les normes sont équivalentes. Donc ∇Φ(x) = Ax− b = A(x− x̄).
Ainsi, puisque un extremum annule nécessairement le gradient de Φ et∇Φ(x̄) = 0, on peut conclure
que Φ atteint son minimum en ce point puisque pour tout h ∈ Rn, Φ(x̄+ h) = Φ(x̄) + 1

2∥h∥
2
A.

Il reste à montrer la convergence de la suite. Commençons par montrer que αk est la direction de
plus forte descente vers x̄. Posons

∀t ∈ R, f(t) = Φ(xk − t∇Φ(xk)).

En développant, on trouve f(t) = Φ(xk) − t∥∇Φ(xk)∥2 + t2

2 ∥∇Φ(xk)∥2A. L’étude de ce polynôme
du second degré donne que f atteint son minimum en αk et donc que c’est la direction de plus
faible montée. Notons par ailleurs que cela implique que la dérivée de f s’annule en αk, ce qui
signifie que

f ′(αk) = −∥∇Φ(xk)∥2 + αk∥∇Φ(xk)∥2A
= −⟨∇Φ(xk),∇Φ(xk)⟩+ αk ⟨∇Φ(xk), A∇Φ(xk)⟩
= −⟨∇Φ(xk)− αkA∇Φ(xk),∇Φ(xk)⟩
= −⟨A(xk − αk∇Φ(xk))− b,∇Φ(xk)⟩
= −⟨∇Φ(xk − αkΦ(xk)),∇Φ(xk)⟩
= −⟨∇Φ(xk+1),∇Φ(xk)⟩ = 0

Donc deux itérés consécutifs de la suite ont des gradients orthogonaux. Pour alléger les notations,
on notera désormais gk = ∇Φ(xk). Soit p ∈ N. Evaluons l’erreur entre xp+1 et x̄:

∥xp+1 − x̄∥2A = ⟨A(xp+1 − x̄), xp+1 − xp⟩+ ⟨A(xp+1 − x̄), xp − x̄⟩ .

D’après ce qui précède,

⟨A(xp+1 − x̄), xp+1 − xp⟩ = −αp ⟨gp+1, gp⟩ = 0.

Par symétrie de A, il vient alors

∥xp+1 − x̄∥2A = ⟨A(xp+1 − xp), xp − x̄⟩+ ⟨A(xp − x̄), xp − x̄⟩
= ⟨xp+1 − xp, A(xp − x̄)⟩+ ∥xp − x̄∥2A
= −αp ⟨gp, gp⟩+ ∥xp − x̄∥2A

= − ∥gp∥4

∥gp∥2A
+ ∥xp − x̄∥2A.

Par ailleurs, on a aussi

∥xp − x̄∥2A = ⟨A(xp − x̄), xp − x̄⟩ =
〈
A(xp − x̄), A−1A(xp − x̄)

〉
= ∥gp∥2A−1 .
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et donc

∥xp+1 − x̄∥2A =

(
1− ∥gp∥4

∥gp∥2A∥gp∥2A−1

)
∥xp − x̄∥2A.

D’après le lemme de Kantorovich, on a(
1− ∥gp∥4

∥gp∥2A∥gp∥2A−1

)
≤ 1− 4

λmaxλmin

(λmax + λmin)2
=

(
(λmax − λmin)

2

(λmax + λmin)2

)
.

Ce qui conclut enfin la démonstration car

∥xp+1 − x̄∥A ≤
(
λmax − λmin

λmax + λmin

)
∥xp − x̄∥A
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