Théoréme de 1’élément primitif
Théo Jaudon

Lemme 1. Soit K un corps, L une extension de K et P,QQ € K[X]. Le pged de P et
Q) dans K|[X] est le méme que le pged de P et QQ vus comme éléments de L[ X].

Preuve. C’est 'unicité dans la division euclidienne qui assure que la division eucli-
dienne de P par () dans K[X] est la méme que la division euclidienne de P par @) vus
comme éléments de L[X]. Le lemme en découle par 'algorithme d’ Euclide.

Lemme 2. Soit K un corps de caractéristique nulle, P € K[X] un polynéome irréduc-
tible et L une extension de K dans laquelle P est scindé. Alors toutes les racines de P
dans L sont simples.

Preuve. Supposons par 'absurde que o € L est racine de P de multiplicité supérieur
ou égal & 2. Alors le polynéme X — « divise P et P’ dans L[X] donc P et P’ ne sont
pas premiers entre eux dans L[X]. D’aprés le lemme précédent, P et P’ ne sont donc
pas premiers entre eux dans K[X]. Comme P est irréductible dans K[X] cela implique
que P divise P’ dans K[X] et donc que P’ = 0 car deg(P’) < deg(P). Comme K est
de caractéristique nulle, on en déduit que P est constant, d’ou la contradiction.

Théoréme 3. Soit K un corps de caractéristique nulle et L une extension de K de
degré fini. Alors il existe w € L tel que L = K(w) autrement dit l’extension L/K est
monogene.

Preuve. Comme l'extension L/K est de dégré fini, il existe xq,...,x, € L tels
que L = K(x1,...,2,). On prouve le théoréme par récurrence sur n, le cas n = 1 étant
immeédiat. En remarquant que K (z1,...,z,) = K(x1,...,2,-1)(x,), il suffit de prouver
le théoreme lorsque n = 2.

On suppose donc que L = K(z,y) et on va montrer qu'il existe z € L de la forme z +ty
avec t € K tel que L = K(z). On note p, € K[X] (resp. pu, € K[X]) le polynéme
minimal de x (resp. de y) sur K et on considére M un corps de décomposition de i,
sur K. Autrement dit M est une extension de K dans laquelle 1, et p, sont scindés.
D’apres le lemme 2, les polynomes u, et 1, sont scindés a racines simples dans M donc

ils s’écrivent
po= ] X =) et py= ] X—y)

1<i<n 1<j<m

ol xy,...,x, € M (resp. y1,...,Ym € M) sont deux & deux distincts.
Le corps K étant de caractéristique nulle, il est en particulier infini donc il existe t € K
qui ne soit pas dans 1’ensemble

T; — Xy

Yi — Yy

{

| 1<di'<n, 1<j,j <mavecj#j" }

Par construction, toute égalité de la forme x; + ty; = x + ty; entraine i = ¢ et j = j'.
On pose alors z = x + ty et on va montrer que K(z) = K(x,y). Comme z € K(x,y)
on a déja l'inclusion K(z) C K(z,y). Pour obtenir I'inclusion réciproque il suffit de
montrer que y € K(z) et alors on aura z = z — ty € K(z) d’ou 'inclusion voulue.



On va calculer le pged des polynomes g, (X) et p,(z —tX) qui sont dans

K(z)[X] C M[X]. D’aprés le lemme 1, ce dernier est égal au pged de 11, (X) et p1,(2—tX)
vus comme éléments de M[X]. Comme les polynomes s, (X) et p,(X) sont scindés a
racines simples dans M, il en va de méme des polynomes p, (X) et p, (2 —tX) et donc
le pged de ces deux polyndmes est le produit des X — X ol A est racine commune de
iy (X) et pi(z —tX). Or A est racine commune de ces deux polynomes si et seulement
si il existe (4, 7) € [1,n] x [1,m] tel que A = y; et z = x;+ty; = x+ty si et seulement si
A = y par construction de ¢. Finalement le pged de p,, (X) et p, (2 —tX) est le polynome
X —y € K(2)[X] et en particulier y € K(z).

Quelques remarques et compléments sur ce développement :

La preuve des deux lemmes peut se faire a I'oral selon la cadence de chacun.

Un élément w tel que L = K (w) est appelé un élément primitif. Plus fortement, on a
montré que si L = K(x1,...,x,), alors il existe un élément primitif qui soit combinaison
K-linéaire des x;.

Ce théoreéme tire son importance du fait que les extensions monogénes sont les plus
simples & appréhender et a manipuler grace au théoréeme de structure concernant ces
extensions. Par exemple le groupe de Galois d'une extension monogéne est facile a
décrire (cf. proposition 8) et plus généralement on peut construire la théorie de Galois
en partant du théoréme de I’élément primitif, mais d’autres approches sont possibles.

Exemple 4. Montrons que Q(v/2,v3) = Q(v2 + /3).

L’inclusion Q(\/é-l- \/g) C Q(\/i, \/5) est évidente. Pour l’inclusion réciproque il suffit
de montrer que V2 € Q(v2 4+ v3). Or (V24 v3)? = 2v2 + 63 + 9v2 + 33 =
11v2 4+ 9v3 d'ow vV2 = L((V2+V3)? = 9(vV2+ V3)) € Q(V2 + V3).

Le théoréme de I’élément primitif est encore vrai lorsqu’on se place sur un corps fini.

Théoréme 5. Soit K un corps fini et L une extension de K de degré fini. Alors il
existe w € L tel que L = K(w).

Preuve. Comme L est une extension de K de degré fini, L est un corps fini. On sait
alors que le groupe multiplicatif L* est cyclique et si w € L* en est un générateur on a
en particulier L = K (w).

Remarque 6. On a vu dans la preuve du théoreme précédent que les générateurs de
L* sont des éléments primitifs mais la réciproque est fausse en général. Par exemple
on peut construire le corps Fy comme Fy = F3[X]/(X? 4+ 1) et on note a = X € Fy.
Alors (1,«) est une base de Fg en tant que que Fs-espace vectoriel et en particulier
Fy = F3(a). Cependant on a o® = —1 donc o =1 et a n'est pas un générateur de
qui est d’ordre 8.

Remarque 7. Comme on l’a vu si on veut trouver un exemple d’extension de degré fini

qui n’est pas monogeéne il faut se placer sur un corps infini de caractéristique p > 0. On
considere le corps L = F,(X,Y) et K le sous corps de L défini par K = F,(X?,Y?).
Par multiplicativité du degré il vient

[L:K]=[F,(X,Y):F(X,Y?)] x [F,(X,Y?) : F,(X?,Y?)]
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Maintenant [F,(X,Y) : Fy(X,YP)] = p car (1,Y, ..., YP™1) est une base de F,(X,Y)
en tant qu’espace vectoriel sur F,(X,Y?).
Pour une raison similaire on a [Fy(X,Y?) : F,(XP,YP)] = p et donc [L : K] = p*.
Ainsi Ueztension L/K est de degré fini, mais n’est pas monogéne. En effet pour tout
FeLonaF(X,)Y)P=FXPYP) e K autrement dit F' est annulé par le polynome
TP — F(XP,Y?) € K[T] qui est de degré p.

Proposition 8. Soit K un corps de caractéristique nulle et L une extension de K de
degré fini. Alors
|Gal(L/K)| < [L: K]

ot Gal(L/K) est le groupe des automorphismes du corps L qui fize les éléments de K.

Preuve. On note n = [L : K]. D’aprés le théoréme de 1’élément primitif il existe
a € L tel que L = K(a). Ainsi le polynéme pu, € K[X] est irréductible de degré n,
(1,...,a™ 1) est une base de L en tant que K espace vectoriel et en particulier

L={a+aa+- +a,_1a"" | (ao,...,a,1) € K"}

Un élément 0 € Gal(L/K) est alors entiérement déterminé par 'image de « et vérifie
ta(o(a)) = o(pa(a)) = 0 donc o(a) est racine de fi,. Et réciproquement si 5 € L est
racine de fi,, alors il existe un unique o € Gal(L/K) envoyant « sur f3.

Autrement dit 'application

Gal(L/K) — { racines de p, dans L }
o — o(a)

est bijective. Comme p,, est de degré n on a |Gal(L/K)| < n avec égalité si et seulement
si po est scindé dans L (on a vu que les racines de p,, sont toutes simples dans un corps
de décomposition).

Remarque 9. L’estimation précédente sur l’ordre du groupe de Galois est valable pour
tout corps K, on peut le montrer en utilisant le lemme d’indépendance de Dedekind.

Exemple 10. On a Gal(Q(v/2)/Q) = { Id, a +bV/2 — a — b2 } ~ Z/27 mais
Gal(Q(v/2)/Q) est réduit a lidentité.
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