142 PGCD et PPCM, algorithmes de calcul. Applications.

I PGCD et PPCM dans un anneau factoriel

A Généralités [PER]

Onpose A* = {a € A|b € A, ab = 1} le groupe des inversibles de A, aussi appelés "unités
de A".

EXEMPLE 2 : Si A est un corps, alors A* = A\{0}

Soient a,b € A. On dit que a divise b et on écrit a|b si et seulement si il existe ¢ € A tel
que b = ac.

PROPOSITION 4
On a: b|a si et seulement si (a) C (b).

Soient a,b € A. On dit que a et b sont associés si a|b et bla (ou s’il existe u € A*, a = bu)

C’est une relation d’équivalence. Les éléments associés jouent des roles identiques pour la
divisibilité.

‘ REMARQUE 6

Soient p € A. On dit que p est irréductible si et seulement si on a :
)p¢ A
ii)Sip=abalorsa € A* oub € A*.

EXEMPLE 8 : Dans Z les irréductibles sont les nombres premiers.

Soit A un anneau. On dit que A est factoriel si :

i) A est integre,

ii) Tout élément @ on nul de A s’écrit a = up;...p, avec u € A* et py, ..., p;- irréductibles
iii) Cette décomposition est unique, & permutation prés et a des inversibles pres : si
a = up1..pr = vq1...gs alors on a r = s et il existe o € S, tel que p; et q,(;) soient
associés.

EXEMPLE 10 : Z est factoriel.
Dans ce qui suit on suppose que A est factoriel.

Soient a,b € A tels que a = [[p”(¥ et b = [ p*»® ou vp est la valuation p-adique.
i) On appelle plus petit multiple commun de a et b I’élément

ppem(a, b) = [T p*rloe(@)or(®)

ii) On appelle plus grand commun diviseur de a et b I'élement

pgcd(a,b) = Hpmf(vp(a),vp(b))

REMARQUE 12
i) Le ppcm et le pged ne sont définis qu’aux éléments inversibles prés.
ii) On définit par récurrence le pged et le ppcm de n éléments.

B Contenu d’un polynéme [PER] [GOU]

Soit P € A[X] non nul, on appelle contenu de P, noté ¢(P) le plus grand commun diviseur
de ses coefficients. L’élément ¢(P) est défini modulo A*. Un polynoéme P est dit primitif
sionac(P)=1.

LEMME 14 : [LEMME DE GAUSS]
On a ¢(PQ) = ¢(P)c(Q) modulo A*.

THEOREME 15 : [THEOREME DE GAUSS]
Si A est factoriel, A[X] est factoriel.

DEVELOPPEMENT : [CRITERE D’EISENSTEIN] [GOU p62]

Soit A un anneau factoriel. On note K = Frac(A).

Soitn € N*et P = a, X"+ ...+ a1 X + ag € A[X]. On suppose qu'’il existe p irréductible
dans A tel que p fa,,p? fag et p|a; pour tout i € [0,n — 1].

Alors P est irréductible dans K [X].

APPLICATION 16 : Soit p premier dans Z. Alors ¢(X) = XP~1 + ... + X + 1 est irréductible
dans Q[X].
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C Cas des anneaux principaux [PER]

Un anneau A est dit principal s’il est intégre et si tout idéal de A est principal.

EXEMPLE 18 : Z est principal.

PROPOSITION 19
Un anneau principal est factoriel.

THEOREME 20 : [THEOREME DE BEZOUT]
Soit A un anneau principal, soient a,b € A\{0} et soit d = pged(a,b). Alors on a
(d) = (a) + (b) ou encore il existe A\, pu € A tels que d = Aa + ub.

COROLLAIRE 21
Soit A un anneau principal, soient a,b € A\{0} tels que pgcd(a, b) = 1.
Alors (a) + (b) = (1) ie. il existe A, x € A tels que Aa + pub = 1.

REMARQUE 22
Le théoréme de Bézout est en défaut dans un anneau factoriel non principal. Ainsil’anneau
k[X,Y] est factoriel et X et Y sont premiers entre eux maisona (X) + (V) = (X,Y) #

(1)

IT Algorithmes de calcul dans un anneau euclidien

A Obtention du PGCD [PER] [PIC]

Un anneau est dit euclidien si :

i) A est integre,

ii) A est muni d’une division euclidienne, ie. il existe une fonction (appelée parfois stathme)
v: A\{0} — N telle que sia,b € A\{0}, il existe ¢, € Aaveca =bg+ret(r=0o0u
v(r) <w(b))

PROPOSITION 24
Un anneau euclidien est principal.

EXEMPLE 25 : L’anneau Z muni de I'application v(n) = |n| est euclidien.

LEMME 26 : [DIVISION EUCLIDIENNE DANS A[X] ]

Soit A un anneau et soit P € A[X], P # 0, de coefficient dominant inversible.
Soit F' € A[X], il existe @, R € A[X], tels que I'on ait :

)F=PQ+R,

ii)dR<dPouR=0

CORROLAIRE 27
Si k est un corps, 'anneau k[ X] est euclidien (avec pour stathme v(P) = dP).

EXEMPLE 28 : L’anneau Z[%‘/ﬁ] est principal mais n’est pas euclidien.

On utilise la division euclidienne en s’appuyant sur le fait que si a = bg + r avec r # 0
alors pged(a, b) = pged(b, r) [VOIR ANNEXE]

EXEMPLE 29 : Pour déterminer le PGCD de 50 et 9 :
)50=9x5+5,

i)9=5x1+4,

i) 5=4x1+1

D’ou pged(50,9) = 1.

PROPOSITION 30 : [COMPLEXITE]
Le calcul du pged de a et de b par ’algorithme d’Euclide a une complexité de O(loga x logb)
opérations binaires dans le pire des cas.

B Obtention d’une relation de Bézout [PIC]

En remontant dans I’algorithme d’Euclide, on obtient une relation de Bézout.

EXEMPLE 31 : La division euclidienne de 2 + 3x + 4 par o + 1 est :
e’ +3z+4=(z+1)(z+2)+1,
ii) On en déduit une relation de Bézout 2% + 3z +4 — (z +2)(z + 1) =1
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IIT Applications

A Equations diophantiennes [ROM] [FRA]

Une équation diophantienne est une équation polyndmiale a coefficients entiers et a in-
connues entieres.

EXEMPLE 33 :Soitn > 2,a € N\{0}, b € Z, alors ax = b[n] est une équation diophantienne.

PROPOSITION 34
L’équation ax = 1[n] a des solutions si et seulement si @ € Z! si et seulement si
pged(a,n) = 1.

CORROLAIRE 35

Soit @ € Z et n € N\{0} tels que pgcd(a,n) = 1. Alors I'ensemble des solutions de
ax = 1[n] est:

S = {z¢ + knlk € Z} avec x( une solution particuliére.

THEOREME 36

L’équation diophantienne ax = b[n] pour a € N\{0}, b € Z et n > 2 a des solutions en-
tiéres si et seulement si pged(a, n)|b. Dans ce cas, 'ensemble des solutions de cette équation
est 'ensemble S = {V/z(, + kn'|k € Z} ol z{, est une solution particuliére de o’z = 1[n/]
ot a = a'.pgcd(a,n) et n = n'.pged(a,n).

REMARQUE 37
On peut généraliser & > a;x; = b par récurrence.

DEVELOPPEMENT : [THEOREME DE SOPHIE - GERMAIN] [FRA p167]
Soit p un nombre premier impair tel que ¢ = 2p + 1 soit premier. Alors il n’existe pas de
triplet (x,y,2) € Z3 tel que p fryzeta? +yP + 2P =0

B Systémes de congruence [ROM]

THEOREME 38 [THEOREME DES RESTES CHINOIS]
Soit (nj)1<j<, une suite de 7 > 2 entiers naturels distincts de 0 et 1 et n = n1...n,.

Les entiers nq, ..., n, sont deux a deux premiers entre eux si et seulement si les anneaux
Ly, €t Ly, X ... X Ly, sont isomorphes. Dans ce cas I'application :
(/™ = Ly X o X Ly,

mn(k) = (m(R), T (R))
(ot on a noté 7, la surjection canonique 7, ) est un isomorphisme d’anneaux d’inverse :

vl Z X XDy, — L,
(mi(ar), s mpr(ar)) = w3l auig:)

ol (u;)1<j<r est une suite d’entiers relatifs telle que Z;Zl u; - = 1.
=J= “ J

EXEMPLE 39 : Z4 n’est pas isomorphe a Zo X Zo.

EXEMPLE 40 : L’ensemble des solutions du systéme d’équations diophantiennes

=

R
([Tl
W N
SN

est § = {118 + 180k|k € Z}
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