Agrégation - Lecons

205 : Espaces complets. Exemples et

applications.
Cadre : (F,d) un espace métrique.

[) Généralités

A) Définitions, exemples
Suite de CAUCHY, espace complet, exemple et contre-
exemple.

B) Propriétés des espaces complets
Complet = Fermé, produit d’espaces métriques, fermés em-
boites, application. Prolongement d’une application unifor-
mément continue sur un espace complet, complété d’un es-
pace métrique.

IT) Théorémes de point fixe
Théoreme du point fixe, contres-exemples, corollaire avec les
itérées.
Théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ, exemples Théoréeme du point
fixe a parametre.

[IT) Exemples d’espace complets

A) Espaces de Lebesgue
Définition de £P, inégalités de HOLDER et MINKOWSKI, pas-
sage au quotient L”.
DEV 1 : RIESZ-FISCHER.
DEV 2 : HARDY.
Cas des mesures finis : lemme de GROTHENDIECK
B) Espace de HILBERT
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Définition, exemple de L*. Projection sur un convexe fermé.

Cas d’un sous-espace vectoriel fermé. Linéarité de la projec-
tion. Théoréme de représentation de RIESZ-FRECHET.

IV) Espaces de baire

A) Théoreme de BAIRE
Définition, théoreme de BAIRE. Equivalence.

B) Applications
Espaces de BANACH = Dimension finie ou infinie non dé-
nombrable. BANACH-STEINHAUS, application. Application
ouverte, BANACH.

ANNEXE : Projection sur un convexe fermé.
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