Agrégation - Legons

141 : Polynomes irréductibles a une
indéterminée. Corps de rupture. Exemples
et applications.

Cadre : A un anneau commutatif unitaire, F'r(A) son corps de
fractions, K un corps, A* les inversibles de A.

[) L’anneau K[X]
Définition d’'un irréductible, inversibles de A[X], exemple.
Contenu d’un polynéme, polynéme primitif. Caractérisation des
irréductibles sur A[X]. Exemple. Irréductibles de K[X], carac-
térisation de la principalité de A[X]. Contre-exemple de Z[X].
Caractérisation d’un quotient par un polynome irréductible.

IT) Criteres d’irréductibilité
Critere EINSENSTEIN, exemples. Théoreme de réduction.
Contre-exemple dans A. Applications.

IIT) Extension de corps, polynéme

A) Définitions, propriétés
Définition d’une extension, de degré, exemples. Théoreme
de la base télescopique, application. Définition d’un élément
algébrique, transcendant, exemple. Polynéme minimal, ca-
ractérisation. Exemple du sous-corps des algébriques sur un
Corps.

B) Corps de rupture
Définition, exemple. Théoreme d’existence et d’unicité, ap-
plication a lirréductibilité (criteres dans les extensions),
exemples.

C) Corps de décomposition

Définition, théoréme d’existence et d’unicité, exemples.
DEV 1 : GALOIS INVERSE. Exemples.

IV) Polynémes irréductibles sur les corps finis
g = p", p premier, n € N*.

A) L’ensemble des polynomes irréductibles sur I,
Définitions de P,(i) et I,(i). DEV 2 : POLYNOMES IRRE-
DUCTIBLES SUR [F),. Exemples.

B) Factorisation de polynémes
Théoréme de BERLEKAMP, applications.

V) Polynémes cyclotomiques
Sous-groupes de 'unité, définition du n-iéme polyndéme cyclo-
tomique ®,, ., exemples. Degré de @, ;, relations avec X" — 1,
irréductibilité de ®@,,;, € Z[X], application au degré de 'exten-
sion de Q C Q(¢).

ANNEXE : Algorithme de BERLEKAMP.
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