
Agrégation - Leçons

Théorème de weierstrass

ÉNONCÉ :
a, b ∈ R, a < b.

Théorèmes de Weierstrass : R[X] est dense dans
(C([a, b],R), ||.||∞).

DÉVELOPPEMENT :

LEMME : En définissant le module de continuité d’une fonc-
tion continue f :

ωf(δ) := sup{|f(u)− f(v)| | |u− v| ≤ δ}

sur [0, 1], on a :
1. ωf est une fonction croissante.
2. Pour h1, h2 ∈ [0, 1], ωf(h1 + h2) ≤ ωf(h1) + ωf(h2).
3. Pour h ∈ [0, 1], λ ∈ R+ tels que λh ∈ [0, 1], ωf(λh) ≤

(λ+ 1)ωf(h).

Démonstration. 1. Pour h1, h2 ∈ [0, 1] tels que h1 ≤ h2, alors on a
l’inclusion ensembliste :

{|f(u)− f(v)| | |u− v| ≤ h1} ⊂ {|f(u)− f(v)| | |u− v| ≤ h2}

2. Soient h1, h2, u, v ∈ [0, 1] tels que |u − v| ≤ h1 + h2. Il existe
w ∈ [min(u, v),max(u, v)] tel que |u− w| ≤ h1 et |w − v| ≤ h2.

On a donc :

|f(u)− f(v)| ≤ ωf(h1) + ωf(h2)

d’où le résultat par passage au sup sur le membre de gauche.
3. On a, par ce qui précède, pour tout n ∈ N∗ et h ∈ [0, 1]
ωf(nh) ≤ nωf(h).
Considérons λ ∈ R+ tel que λh ∈ [0, 1]. On a, par définition de
la partie entière :

ωf(λh) ≤ ωf((bλc+ 1)h)
≤ (λ+ 1)ωf(h)

Démonstration. Quitte à considérer la translation t 7→ ta+ (1− t)b
sur [0, 1], on peut se restreindre au cas de C([0, 1], ||.||∞).
Soit f ∈ C([0, 1]). On considère (Xi)i∈N∗ une suite i.i.d. de variables
aléatoires suivant une loi de bernoulli de paramètre x. le poly-
nôme de bernstein d’indice n le polynôme défini par :

∀x ∈ [0, 1], Bn(f)(x) := E
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Or on a :
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L’inégalité étant valable pour tout x ∈ [0, 1], on a donc :

||f −Bn||∞ ≤ ωf
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Remarques :
• On utilise le fait que ωf(t) −→

t→0
0 : ceci est justifié par l’uniforme

continuité d’une fonction continue sur un compact (théorème de
heine).

• On peut montrer qu’il s’agit de la meilleure majoration.
• On ne peut bien entendu pas étendre le résultat à R car la limite

uniforme d’une suite de polynômes sur R est un polynôme.
• On peut étendre ce résultat à toute sous-algèbre de C(K,R)

(K, d) un espace métrique compact (théorème de stone-
weierstrass).
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