
Agrégation - Leçons

Théorème de stone-weierstrass
[hirsch-lacombe, p ]

ÉNONCÉ :
Soit (K, d) un espace métrique compact non vide.

Théorème : Soit H une sous-algèbre de C(K,R) séparante et
unitaire. Alors H est dense dans (C(K,R), ||.||∞).

DÉVELOPPEMENT :

LEMMES :
1. Il existe une suite (PN)n∈N ∈ (R[X])N telle que :

Pn
U−−−−→

n→+∞
|.| sur [−1, 1]

2. Si f, g ∈ H, alors min(f, g) et max(f, g) sont dans H.
3. Pour x1 6= x2 ∈ K et α1, α2 ∈ R, il existe u ∈ H telle que :

u(x1) = α1 et u(x2) = α2

Démonstration. 1. On définit (Pn)n∈N par P0 = 0 et pour n ∈ N,
Pn+1 = Pn + 1

2(X2 − P 2
n). Montrons par récurrence sur n ∈ N

que 0 ≤ Pn ≤ Pn+1 ≤ |.| sur [−1, 1].

• Pour n = 0, on a P0 = 0 ≤ P1 = X2

2 ≤ |.| sur [−1, 1].

• Supposons le résultat vrai au rang n ≤ 1. On a Pn+1 ≤ |.|,

donc Pn+2 − Pn+1 ≥ 0. Pour x ∈ [−1, 1], on a :

|x| − Pn+2(x) = (|x| − Pn+1(x))
(

1− 1
2(|x|+ Pn+1(x))

)
≥ 0

Ainsi (Pn)n∈N est une suite croissante et majorée : elle
converge. Sa limite h vérifie, pour x ∈ [−1, 1], 0 ≤ h(x) ≤ |x|
et h(x) = h(x) + 1

2(x2 − h(x)2), donc h(x) = |x|. En vertu
du théorème de dini, (Pn)n∈N converge uniformément vers
|.| sur [−1, 1].

2. Soient f, g ∈ H, alors min(f, g) = f+g
2 −

|f−g|
2 et max(f, g) =

f+g
2 + |f−g|

2 . Il suffit donc de montrer que si h ∈ H, alors |h| ∈ H.
Si h 6= 0, on a, en notant Pn(X) = ∑2n

k=0 akX
k :

Pn

 h

||h||∞

 =
2n∑

k=0
ak

 h

||h||∞

k

∈ H

car H est une sous-algèbre unitaire de C(K,R). On en déduit,
par convergence uniforme de la suite (Pn)n∈N vers |.| sur [−1, 1],
que |h|

||h||∞ ∈ H, donc |h| ∈ H.
3. Comme H est séparante, on dispose d’un u0 ∈ H telle que
u0(x1) 6= u0(x2). On a alors le système de cramer suivant : λu0(x1) + µ = α1

λu0(x2) + µ = α2

qui admet donc une solution (λ̃, µ̃) et en posant u = λ̃u0 + µ̃,
on a u ∈ H qui est satisfaisant.

Démonstration. Soit f ∈ C(K,R). Soit ε > 0. Soit x ∈ K. Pour tout
y ∈ K, il existe uy ∈ H telle que uy(x) = f(x) et uy(y) = f(y).
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Posons alors l’ouvertOy = {x′ ∈ K | uy(x′) > f(x′)−ε} contenant x
et y. On a donc K = ⋃

y∈K Oy. Comme K est compact, on dispose,
par la propriété de borel-lebesgue, d’éléments y1, . . . , yr ∈ K

tels que :
K =

r⋃
i=1
Oyi

Posons alors vx = max1≤i≤r uyi
. Par le deuxième point du lemme,

on a vx ∈ H. De plus, vx(x) = f(x) et pour tout x′ ∈ K, on a
vx(x′) > f(x′)− ε.
Posons alors Ωx := {x′ ∈ K | vx(x′) < f(x′) + ε} qui est un ou-
vert contenant x, donc K = ⋃

x∈K Ωx. On dispose donc de nouveau
d’éléments x1, . . . , xm ∈ K tels que :

K =
m⋃

j=1
Ωxj

Posons donc v = min1≤j≤m vxj
∈ H. On a donc, pour tout x ∈ K,

|v(x) − f(x)| ≤ ε. Comme ε > 0 est arbitraire, on en déduit que
f ∈ H, d’où le résultat.
Donc H est dense dans C(K,R).

Remarques :
• On utilise le théorème de dini qu’il faut savoir montrer.
• Ceci n’est plus vrai pour des fonctions à valeurs complexes : il

faut que l’algèbre soit de plus stable par auto-conjugaison.
• Il faut connaître des applications de ce théorème (densité

de R[X] dans C([a, b],R), des fonctions lipschitziennes dans
C(K,R), séparabilité de C(K,R), théorème des moments).
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