Agrégation - Legons

Théoreme de STONE-WEIERSTRASS

[HIRSCH-LACOMBE, D |

ENONCE :
Soit (K, d) un espace métrique compact non vide.

Théoréme : Soit H une sous-algebre de C(K, R) séparante et
unitaire. Alors H est dense dans (C(K,R), ||.||~)-

DEVELOPPEMENT :

LEMMES :
1. 1l existe une suite (Py)nen € (RIX])N telle que :

P, —Y || sur [-1,1]
n—-+00

2. Si f,g € H, alors min(f, g) et max(f,g) sont dans H.
3. Pour 1 # x5 € K et a1, ay € R, il existe u € H telle que :

u(xry) = a1 et u(we) = ao

Démonstration. 1. On définit (P,),en par Py = 0 et pour n € N,
P,.1 = P, + 3(X? — P?). Montrons par récurrence sur n € N
que 0 < P, < Pn+1 <|.| sur [-1,1].

e Pour n =0, onaPO:OgPlzXng |.| sur [—1, 1].

« Supposons le résultat vrai au rang n < 1. On a P,1 < |.|,

donc P,y 9 — P,11 > 0. Pour z € [-1,1], on a :

1
2] = Prralw) = (fal = Pasa(@)) (1= S (Jal + Pasa(a))) > 0

Ainsi (P,)nen est une suite croissante et majorée : elle
converge. Sa limite h vérifie, pour x € [—1,1], 0 < h(z) < |z
et h(z) = h(z) + 5(2* — h(z)?), donc h(z) = |z|. En vertu
du théoréeme de DINI, (P,),en converge uniformément vers

.| sur [—1,1].
2. Soient f,g € H, alors min(f,g) = % et max(f,g) =
%—l—@. Il suffit donc de montrer que si h E H, alors |h| € H.

If gl

Si h # 0, on a, en notant P,(X) = Y7 ap X" :
k
h h
P, Z Qg ( ) eH
(HhHoo) im0 \I[Pllo

car H est une sous-algebre unitaire de C(K,R). On en déduit,
par convergence uniforme de la suite (P,),en vers |.| sur [—1, 1],
que HL’ﬁ' € H, donc |h| € H.

3. Comme H est séparante, on dispose d'un uy € H telle que
uo(x1) # ug(x2). On a alors le systéme de CRAMER suivant :

Aug(x1) + = g
Aug(2) + 1 = o

qui admet donc une solution (X, fi) et en posant u = \ug + fi,

on a u € H qui est satisfaisant.
[]

Démonstration. Soit f € C(K,R). Soit € > 0. Soit x € K. Pour tout
y € K, il existe u, € H telle que u,(z) = f(x) et u,(y) = f(y).
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Posons alors 'ouvert O, = {2’ € K | u,(2") > f(2')—€} contenant x
et y. On a donc K = Uyex O,. Comme K est compact, on dispose,

par la propriété de BOREL-LEBESGUE, d’éléments y,...,y, € K
tels que :
.
K= 0,
i=1

Posons alors v, = maxi<j<, u,,. Par le deuxieme point du lemme,
on a v, € H. De plus, v,(x) = f(x) et pour tout ' € K, on a
ve(2h) > f(2') —e

Posons alors €, := {2/ € K | vy(2') < f(2') + €} qui est un ou-
vert contenant x, donc K = Ugek €2,. On dispose donc de nouveau
d’éléments x1,...,x,, € K tels que :

m
K= Q,
j=1
Posons donc v = minj<j<;, v, € H. On a donc, pour tout z € K,
lv(x) — f(z)] < e. Comme € > 0 est arbitraire, on en déduit que
f € H, d’ou le résultat.

Donc H est dense dans C(K,R). O

Remarques :
e On utilise le théoreme de DINI qu’il faut savoir montrer.

o Ceci n’est plus vrai pour des fonctions a valeurs complexes : il
faut que I’algebre soit de plus stable par auto-conjugaison.

o Il faut connaitre des applications de ce théoreme (densité
de R[X] dans C([a,b],R), des fonctions lipschitziennes dans
C(K,R), séparabilité de C(K,R), théoreme des moments).
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