Agrégation - Legons

Théoreme de RIESZ-FISHER

[GARET-KURTZMANN, p 213]

ENONCE :

Théoreme :
Pour p € [1,400], (LP(2, F, i), ||.||p) est un espace de Banach.

DEVELOPPEMENT :

« Cas ou p = +00 : Soit (fy,)nen une suite de Cauchy de L. Soit
gn un représentant de f,,. On pose :

B:=J{weQ||gw)]> HgnHOO,ess}

n>1

U U {weflgw)

n>1,p>1

o gp(w)‘ > Hgn - gp”oo,ess}

On a clairement p(B) = 0 car B est réunion dénombrable d’en-
sembles de mesure nulle par pu.

Posons G = Q \ B.

La suite de fonction (g,1¢)nen est de Cauchy dans 'espace des
fonctions bornées sur 2 muni de la norme infinie. Ce dernier
étant complet, la suite converge vers une fonction g, qui est me-
surable comme limite ponctuelle de fonctions mesurables. No-
tons f la classe de g. On a alors 'inégalité :

an — f||oo,ess — Hgan — g”oo,ess S ||gn1G - gHoo

d’ou f, L5 f lorsque n — +oc.

« Casoupe€ [l,+00]:

LEMME : Un espace vectoriel normé ou toute série ab-
solument convergente converge est complet.

Démonstration. Soit (E,||.||) est un espace vectoriel normé vé-
rifiant 'hypothese du lemme. Soit (z,,),en une suite de Cauchy
de E. On pose ny =1 et, pour k > 1,
ny = inf{n > ny_1 | (1,7 >n) = (||lz; — zs|] <279}

Remarquons que cette suite d’indices est strictement croissante
et bien définie car (x,),en est de Cauchy.

La série de terme général x,, — x,,,, est absolument conver-
gente, donc convergente par hypothese. La suite (x,, )ren est

donc convergente. (x,,)nen est donc une suite de Cauchy qui ad-
met une sous-suite convergente : elle est donc convergente. [

LEMME : Soit (f,)nen une suite d’éléments de LP telle
que :

+00
le\fnllp < 400
n=

Alors la suite (3}, fk),cy converge dans LP.

Démonstration. Notons g, un représentant de f,,.

e Supposons que les g; soient positives : On considere la suite
de fonctions S,, = >X7_; gr. Elle converge simplement vers
une fonction g mesurable (éventuellement infinie en certains
points).

Par inégalité triangulaire, on a :

n p
Jy st < (£ o)
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Puis, par le théoreme de BEPPO LEVI, on a :

+00 p
|gvdn < [ Sllgelly| < +o0
@ k=1
D'ou g € L”.

Soient n,n’ € N tels que n’ > n. On a :

)

k=n+1

De nouveau, par BEPPO LEVI, il vient :

(S = Su)dyi = [ (g = Sy)rdp

lim
n' ——+o00
Autrement dit,

19 — Sullp = n,l_i{r}rooHSn’ — Sl

De nouveau, par inégalité triangulaire, on a :

n +00
1S — Sallp < 32 llawlly < 32 [lgwllp

k=n-+1 k=n+1
d’ou
+00
g = Sullp < 32 llgrlly == _0
k=n+1

Donc ||g — Sull, — 0

n—+00
 Supposons que les g; soient quelconques :
On écrit g, = g + g.. On définit ainsi g© =
9" =gk, Sy =i gr et Sy =i gp-
La série de terme général ||g;"||, est convergente car ||g; ]|, <
lgell-

> gi s

On montre ainsi que ||.S;" —g™||, et ||.S,, — ¢~ ||, tendent bien
vers . Par inégalité triangulaire, on a finalement :

lg = Sullp < Mlg™ = Syllp+1lg™ = Sullp, =7, 0

n—-+00

D’otu la convergence de la suite (X7_; fx), . dans LP.

neN

Remarques :

o L’espace mesuré considéré est quelconque : ceci marche donc

pour la mesure de comptage sur N également en particulier.
o Il faut savoir remontrer le théoréeme de BEPPO LEVI, utilisé ici
a 2 reprises.

o Il faut étre en mesure de montrer que de toute suite conver-
gente de L”, on peut en extraire une sous-suite qui converge
presque-partout.
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