
Agrégation - Leçons

Théorème de PALEY-WIENER
[zuily, p 123]

ÉNONCÉ :

Théorème :
1. Soit ϕ ∈ C∞c (R) avec supp(ϕ) ⊂ [−r, r]. Alors il existe une

fonction F : C −→ C holomorphe sur C telle que : F|R = F(ϕ)
∀N, ∃CN , ∀z ∈ C, |F (z)| ≤ CN(1 + |z|)−Ner|Im(z)| (∗)

2. Réciproquement, si F : C −→ C est une fonction holo-
morphe sur C vérifiant (∗), alors il existe ϕ ∈ C∞c (R) telle
que :  supp(ϕ) ⊂ {t ∈ R | |t| < r}

F(ϕ) = F|R

DÉVELOPPEMENT :

LEMME : Soit F : C −→ C holomorphe vérifiant (∗). L’inté-
grale :

I =
∫ +∞

−∞
eit(x+iy)F (x+ iy)dx

est indépendante de y ∈ R, où t ∈ R.

Démonstration. Fixons y ∈ R. On considère ΓR le contour de C
de sommets (−R, 0), (R, 0), (R, y) et (−R, y). Considérons la fonc-
tion gt(z) = eitzF (z) holomorphe sur C. En vertu du théorème de

cauchy, on a que ∫ΓR
gt(z)dz = 0, i.e. :

∫ R
−R

gt(x)dx︸ ︷︷ ︸
:=I1

+
∫ y

0
gt(R + is)ids︸ ︷︷ ︸

:=I2

+
∫ −R
R

gt(x+ iy)dx︸ ︷︷ ︸
:=I3

+
∫ 0

y
gt(−R + is)ids︸ ︷︷ ︸

:=I4

= 0

Lorsque R→ +∞, |Ii| → 0, i ∈ {2, 4}. En effet, on peut écrire :

|gt(R + is)| ≤ C1(1 +R)−1es(r−t)

d’où |I2| −→
R→+∞

0 car la convergence est uniforme en s ∈ [0, y].
Le raisonnement est le même pour I4. Les intégrales généralisées
lorsque R → +∞ de I1 et I4 étant bien définies, on en déduit le
résultat.

Démonstration. (théorème) :
1. Pour z ∈ C, posons F (z) := ∫

R e
−itzϕ(t)dt et notons f(t, z) :=

e−itzϕ(t). On a trivialement ∂f
∂z = 0.

Soit K un compact de C et R > 0 tel que |z| ≤ R pour tout
z ∈ K. Étant donné que |t| ≤ r sur le support de ϕ, on a :

|f(t, z)| ≤ et|Im(z)||ϕ(t)|
≤ erR|ϕ(t)|

Par le théorème d’holomorphie sous le signe intégral (puisque
t 7→ erR|ϕ(t)| est intégrable), on en déduit que F est holomorphe
pour |z| < R sur tout compact de C, donc sur C. Par ailleurs,
on a évidemment que F|R = F(ϕ). Reste à prouver (∗). Pour
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tout N ∈ N et z ∈ C, on a :

|z|N |F (z)| =
∣∣∣∣∫R zNe−itzϕ(t)dt

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣∣
∫
R

1
(−i)N

dN

dtN
(e−itz)ϕ(t)dt

∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣∣
∫
R
e−itz

dNϕ

dtN
(t)dt

∣∣∣∣∣∣
≤ er|Im(z)|

∫
R

∣∣∣∣∣∣d
Nϕ

dtN
(t)

∣∣∣∣∣∣ dt︸ ︷︷ ︸
:=C̃N<+∞

Ainsi, pour tout N ∈ N, on a :

(1 + |z|)N |F (z)| =
N∑
k=0

N
k

|z|k|F (z)|

≤
 N∑
k=0

N
k

C̃k


︸ ︷︷ ︸
:=CN

er|Im(z)|

Donc F vérifie bien (∗), d’où le premier point.
2. Réciproquement, considérons, pour t ∈ R, l’application ϕ(t) =

1
2π
∫
R e

itxF (x)dx. Puisque F|R vérifie (∗), elle est dans L1 et donc
ϕ est bien définie. De plus, ϕ est C∞ sur R par le théorème de
dérivation sous le signe intégral. Pour t ∈ R∗ et λ > 0, on pose
y = λ |t|t , de sorte que ty = λ|t| et |y| = λ. Par (∗), on a avec
N = 2, pour x ∈ R :

|eit(x+iy)F (x+ iy)| ≤ e−tyC2(1 + |x|)−2er|y|

≤ eλ(r−|t|)C2(1 + |x|)−2

d’où |ϕ(t)| ≤ C2e
λ(r−|t|) ∫

R(1 + |x|)−2dx. Mais lorsque λ→ +∞,
on obtient ϕ(t) = 0 si t /∈ [−r, r], donc supp(ϕ) ⊂ [−r, r]. Ainsi
on en déduit que ϕ ∈ L1(R) et par la formule d’inversion de
fourier, on a que F(ϕ) = 1

2πF(F(Fσ)) = F|R.

Remarques :
• Il existe une autre version sur les distributions.
• Le résultat est généralisable à une fonction holomorphe sur

Cn, n ≥ 2. Rappel pour le cas d’une fonction holomorphe sur
Cn : un point z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, où zj = xj + iyj ∈ C,
j = 1, . . . , n. Ainsi, une fonction F : Cn −→ C est holomorphe
sur Cn si l’application

F̃ : R2n −→ C
(x1, y1, . . . , xn, yn) −→ F (x1 + iy1, . . . , xn + iyn)

est de classe C1 et si pour tout j = 1, . . . , n, ∂F
∂zj

=
1
2

(
∂F
∂xj

+ i ∂F∂yj

)
= 0 en tout point de Cn.

• Une application simple de ce théorème : il n’existe pas d’élé-
ment de C∞c (Rn) \ {0} tel que sa transformée de fourier soit
dans Cc(Rn).
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