Agrégation - Legons

Théoreme de PALEY-WIENER

[zulLy, p 123]

ENONCE :

Théoréme :

1. Soit ¢ € C*(R) avec supp(p) C [—r,7]. Alors il existe une
fonction F': C — C holomorphe sur C telle que :

Flr = F(¢)
VN, 3Cn, V2 € C, |F(2)| < Cn(1 + |2|) NertmE@l (x)

2. Réciproquement, si ' : C — C est une fonction holo-
morphe sur C vérifiant (x), alors il existe ¢ € C°(R) telle
que :

{ supp(p) C {t e R[ [t <r}
Flp) = Fir

DEVELOPPEMENT :

LEMME : Soit F': C — C holomorphe vérifiant (x). L’inté-

grale :
=/

est indépendante de y € R, ou t € R.

eit(x+iy)F(x + zy)dx

Démonstration. Fixons y € R. On considere I'g le contour de C
de sommets (—R,0),(R,0), (R,y) et (—R,y). Considérons la fonc-
tion ¢;(z) = € F(2) holomorphe sur C. En vertu du théoréme de

CAUCHY, on a que Jr, ¢:(2)dz =0, i.e. :

R y .. ~R _
/_Rgt(x)dx+/() gt(R+zs)zd5+/R gi(x +iy)dx

2213

::Il ::IQ

0
+/y g:(—R +is)ids = 0

Z:I4

Lorsque R — 400, |I;| = 0, i € {2,4}. En effet, on peut écrire :
lg:(R +is)| < C1(1+ R)tetUY

d’ou |1y P 0 car la convergence est uniforme en s € [0,y].
—+00

Le raisonnement est le méme pour I;. Les intégrales généralisées
lorsque R — —+oo de I; et I, étant bien définies, on en déduit le
résultat. []

Démonstration. (théoréme) :

1. Pour z € C, posons F(z) := fg e p(t)dt et notons f(t,z) :=
e~ "p(t). On a trivialement % = 0.
Soit K un compact de C et R > 0 tel que |z| < R pour tout
z € K. Etant donné que |t| < r sur le support de ¢, on a :

f(t,2)] < e p(t)]
< et

Par le théoreme d’holomorphie sous le signe intégral (puisque
t = " (t)| est intégrable), on en déduit que F est holomorphe
pour |z| < R sur tout compact de C, donc sur C. Par ailleurs,
on a évidemment que Fjg = F(¢). Reste a prouver (x). Pour
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tout N e Net z € C, ona: d'ott |@(t)| < Coe* =) (1 + |2|)~2dx. Mais lorsque A\ — +oo0,
N B N itz on obtient ¢(t) = 0sit ¢ [—r,r|, donc supp(y) C [—r,r]. Ainsi
271 ()] = /RZ ¢ gp(t)dt' on en déduit que p € L}(R) et par la formule d’inversion de
N gt
_ / 1 d(e_m) (1)t FOURIER, on a que F(p) = o~ F(F(F,)) = Fg.
R (—)N dtNV H
2V
— /R itz dtN ( )dt‘ Remarques :
| o Il existe une autre version sur les distributions.
r|Im(z
se dtN )‘dt o Le résultat est généralisable a une fonction holomorphe sur
R C",n > 2. Rappel pour le cas d’une fonction holomorphe sur
i< too

o C" : un point z = (21,...,2,) € C", ou z; = x; +1y; € C,
Ainsi, pour tout N € N, on a : j =1,...,n. Ainsi, une fonction F' : C* — C est holomorphe

N sur C" si ’application
@1 PG = 3 () EE)

F R?" — C
( ( ) ) r|Im(z)| ('xla Y, - 7xnayn) — F(.’L’l + Z.yla cey Tp Zyn)
est de classe C' et si pour tout §j = 1,...,n, g—zﬁj =

- OF
;. : . . . +1 ) = 0 en tout point de C".
Donc F' vérifie bien (), d’ou le premier point. <3$J "o, b
o Une application simple de ce théoreme : il n’existe pas d’élé-

ment de C°(R™) \ {0} tel que sa transformée de FOURIER soit
dans C.(R").

2. Réciproquement, considérons, pour t € R, 'application ¢(t) =
o Jr € F(z)dz. Puisque Fig vérifie (x), elle est dans L' et donc
@ est bien définie. De plus, ¢ est C* sur R par le théoreme de
dérivation sous le signe intégral. Pour t € R* et A > 0, on pose
Yy = )\H de sorte que ty = Alt| et |y| = A. Par (), on a avec
N =2 pourz e R:

\eit(”iy)F(x +iy)| < e WCy(1 + |I|>_2€r‘y|
< 6/\(T_|t|)02(1 + |:c\)_2
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