
Leçon 203 : Utilisation de la notion de compacité.

I Définitions et premiers résultats

I.1 Espaces compacts

Définition 1. [Gou, p.27] (Propriété de Borel-Lebesgue) Soit pX, dq un
espace métrique. On dit que pX, dq est compact si pour tout recouvrement de X
par des ouverts pUiqiPI , il existe J Ă I fini tel que pUjqjPJ est un recouvrement
de X.

Exemple 2. [Gou, p.27] R n’est pas compact. On a R “
Ť

nPN
s ´ n;nr.

Proposition 3. [Gou, p.28] (Aspect dual de la propriété de Borel
Lebesgue) L’espace métrique pX, dq est compact si et seulement si pour toute
famille de fermés de pX, dq d’intersection non vide, on peut extraire une sous-
famille finie d’intersection non vide.

Corollaire 4. [Gou, p.28] Si pFnqnPN est une suite décroissante de fermés non
vides dans un compact, alors

Ş

nPN
Fn ‰ H.

Proposition 5. [Gou, p.28] (Propriété de Bolzano-Weierstass) L’espace
métrique pE, dq est compacte si et seulement si de toute suite de points de E,
on peut une sous-suite convergente dans E.

Proposition 6. [Gou, p.30] Un espace compact est complet.

Proposition 7. [Gou, p30] Soit pxnq une suite d’un espace métrique compact
pE, dq admettant une et une seule valeur d’adhérence ℓ. Alors pxnq converge
vers ℓ.

I.2 Parties compactes

Définition 8. [Gou, p.28] Soit pX, dq un espace métrique. Une partie K Ă X
est dite compacte (relativement à pX, dq) si elle est compacte pour la topologie
induite par d sur K.

Exemple 9. Pour tout a, b P R, le segment ra, bs est compact.

Proposition 10. [Gou, p.28](Stabilité)

1. Toute intersection quelconque de parties compactes est compacte.

2. Toute union finie de parties compactes est une partie compacte.

Contre-exemple 11. Une union quelconque de parties compactes n’est pas
compacte en général. Par exemple, on a R “

Ť

nPN
r´n;ns qui n’est pas compact.

Proposition 12. [Gou, p.30] Si A est une partie fermée dans un espace com-
pact X, alors A est compacte.

Proposition 13. [Gou, p.30] Une partie compacte de pX, dq est fermée et
bornée.

Contre-exemple 14. La réciproque est fausse en général: dans RrXs muni
de la norme ||anX

n ` ... ` a0|| “ supp|an|, ..., |a0|q, la boule unité fermée est
fermée et bornée mais pas compacte.

II Fonctions régulières sur un compact

II.1 Fonctions continues sur un compact

Théorème 15. [Gou, p.31] (Théorème de Heine) Soient pX, dq un espace
métrique compact et pY, δq un espace métrique et f : X Ñ Y une application
continue. Alors f est uniformément continue.

Théorème 16. [Gou, p.228] (Théorèmes de Dini)

1. Soit pfnqnPN une suite croissante de fonctions réelles continues et définies
sur un segment I “ ra, bs de R. Si pfnqnPN converge simplement vers une
fonction f continue sur I, alors pfnqnPN converge uniformément vers f .

2. Soit pfnqnPN une suite de fonctions croissantes réelles, continues et
définies sur un segment I “ ra, bs de R. Si pfnqnPN converge simplement
vers une fonction f continue sur I, alors pfnqnPN converge uniformément
vers f .
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Remarque 17. [Hir, p.26] On peut remplacer l’hypothèse ”croissante” par
”décroissante”.

Exemple 18. Soit a P R`. On considère la suite de fonctions pfnqnPN définie
par :

@n P N˚ @x P r´a, as, fnpxq “

´

1 `
x

n

¯n
.

La suite pfnqnPN˚ est une suite croissante de fonctions, réelles qui convergent
simplement vers la fonction exp sur r´a, as. La convergence est donc uniforme
sur r´a, as.

II.2 Problèmes d’extrema

Proposition 19. [Gou, p.31] Soient pX, dq et pY, δq deux espaces métriques.
Soit f : X Ñ Y une application continue. Supposons X compact. Alors fpXq

est compacte.

Corollaire 20. [Gou, p.31] Soient pX, dq un espace métrique et f : X Ñ R
une application continue. Supposons X compact. Alors, f est bornée et atteint
ses bornes.

Application 21. [Gou, p.33] Soient pX, dq un espace métrique, K un com-
pact non vide de X et F un fermé de X. Supposons que K X F “ H. Alors
dpF,Kq ą 0.

Corollaire 22. [Gou, p.33] Soit f : Rn Ñ R une fonction continue telle que
fpxq ÝÑ

||x||Ñ8
`8. Alors, f est minorée et atteint son minimum..

Corollaire 23. [Gou, p.31] Soient pX, dq un espace métrique compact et pY, δq

un espace métrique. Soit f : X Ñ Y une application continue bijective. Alors
f est un homéomorphisme.

II.3 Fonctions dérivables

Théorème 24. [Gou, p.71] (Théorème de Rolle) Soit f : ra, bs Ñ R une
fonction continue sur ra, bs, dérivable sur sa, br et telle que fpaq “ fpbq. Alors,
il existe c Psa, b tel que f 1pcq “ 0.

Théorème 25. [Gou, p.72] (Théorème des accroissements finis) Soit
f : ra, bs Ñ R une fonction continue sur ra, bs, dérivable sur sa, br. Alors, il
existe c Psa, br tel que

f 1pcq “
fpbq ´ fpaq

b ´ a
.

Contre-exemple 26. Les théorèmes précédents sont faux si f n’est pas à
valeurs dans R. Considérons par exemple la fonction f définie par

r0, 2πs Ñ C
t ÞÑ eit

.

On a fp0q “ fp2πq mais pour tout t P r0, 2πs, f 1ptq “ ieit ‰ 0.

II.4 Point fixe

Théorème 27. [Gou, p.34] (Théorème du point fixe compact) Soient
(X, d) un espace métrique compact, f : X Ñ X telle que pour tout px, yq P

X2, x ‰ y implique que dpfpxq, fpyqq ă dpx, yq. Alors f admet un unique point
fixe et toute suite punqnPN de la forme u0 P X et un`1 “ fpunq est convergente
vers ce point fixe.

Contre-exemple 28. Si X est seulement complet, ce résultat est faux en
générale : considérer E “ R` et f : x P R` ÞÑ x ` 1

1`x P R`

Théorème 29. [Gou, p.52] (Théorème du point fixe de Brouwer) Toute
application continue d’un convexe compact de Rn dans lui-même admet au
moins un point fixe.

Définition 30. [Rou, p.180] Soit I un intervalle de R, et ||.|| une norme sur
Rm. Une application f : I ˆ Rm Ñ Rm est globalement lipschitzienne si pour
tout compact K Ă I, il existe k ą 0 tel que pour tout t P K, y, z P Rm,

||fpt, yq ´ fpt, zq|| ď k||y ´ z||

Théorème 31. [Rou, p.180] (Théorème de Cauchy-Lipschitz global)
Soient Rm muni d’une norme ||.||, I un intervalle de R et f : I ˆ Rm Ñ Rm

une application globalement lipschitzienne. Alors pour tout t0 P I, le problème
de Cauchy

"

y1ptq “ fpt, yq

ypt0q “ y0

admet une unique solution qui est globale ( i.e. définie sur I tout entier).
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Exemple 32. (Equation du pendule) Le système

$

&

%

u2 “ ´sinpuq

up0q “ a
u1p0q “ b

admet une unique solution sur R.

Contre-exemple 33. L’existence d’une solution sur tout le domaine de
définition ne peut être garanti si f n’est pas globalement lipschitzienne : la
fonction t ÞÑ 1

p1´tq est solution du système

"

y1 “ y2

yp0q “ 1

mais n’est pas une solution globale.

III Compacité dans les espaces vectoriels normés

III.1 En dimension finie

Théorème 34. [Gou, p50] Soit E un espace vectoriel normée de dimension
finie. Toutes les normes sur E sont équivalentes.

Proposition 35. [Gou, p50] En dimension finie on a l’équivalence: une partie
K est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée.

Théorème 36. [Mon, p.64] Soient E et F deux espaces vectoriels. Si E est
de dimension finie alors toute application linéaire de E dans F est continue.

Théorème 37. [Gou, p.56] (Théorème de Riesz) Un espace vectoriel normé
est de dimension finie si et seulement si ses boules fermées sont compactes.

Corollaire 38. Si X est un espace vectoriel normé de dimension infinie, alors
tout compact de X est d’intérieur vide.

Exemple 39. L’ensemble des matrices orthogonales

OnpRq “ tM P MnpRq,MTM “ Inu

est un compact de MnpRq.

Application 40. [Cal, p.338] [DEV] La fonction

OnpRq ˆ S``
n pRq Ñ GLnpRq

pO,P q ÞÑ OP

est un homéomorphisme.

III.2 En dimension infinie

III.2.1 Théorème de Weierstrass

Théorème 41. [Que, p.518] (Théorème de Weierstrass) [DEV]Soient
a, b P R et f : ra, bs Ñ C une fonction continue. Alors, il existe une suite de
fonctions polynomiales pPnqnPN telle que pPnqnPN converge uniformément vers
f .

III.2.2 Théorème d’Ascoli

Soit X un espace métrique compact. On note CpX,Rq l’ensemble des fonctions
continues de X dans dans R. (On pourrait remplacer R par C.) On munit
CpX,Rq de la norme uniforme ||.||8.

Définition 42. [Hir, p11] Une partie A d’un espace X est dite relativement
compacte si son adhérence A est compacte.

Définition 43. [Hir, p37] Une partie H Ă CpX,Rq est dite équicontinue en un
point x0 P X si:

@ε ą 0, Dη ą 0,@x P X, dpx, x0q ă η ñ @h P H, |hpxq ´ hpx0q| ă ε.

Cette partie H est dite équicontinue si elle est équicontinue en tout point de
X.

Exemple 44. Un ensemble de fonctions r-lipschitziennes est équicontinue.

Théorème 45. [Hir, p39] Théorème d’Ascoli Soit H Ă CpX,Rq. On a
l’équivalence suivante :

H est relativement compacte ðñ H est bornée et équicontinue.
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