Lecon 226 : Suites vectorielles et réelles définies par une
relation de récurrence u,11 = f(u,). Exemples. Applications

a la résolution approchée d’équations.
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Soit (E,d) un espace métrique avec K = R ou C.

1 Suites récurrentes

1.1 Suites récurrentes d’ordre h et 1

Définition 1 : Soit h un entier naturel non nul. Une suite (uy,)nen & valeurs dans E
est dite récurrente d’ordre h si on peut écrire Vn > h,u, = f(up—1,Up—2, ..., Up—p) OU
f est une application de E* dans E.

Remarque 2 : On peut finalement toujours de ramener & une suite récurrente d’ordre

Un—1
1 en posant (v, = Jnshet g: E" O
Up—, I f(l‘l, ...,J)h)
Ty
H
Th
Th—1

On pose alors v,11 = g(vy,) et on est bien ramener a 'ordre 1. Nous allons donc nous
concentrer sur les suites récurrentes d’ordre 1.

1.2 Suites récurrentes d’ordre 1 réelles

Soient I un intervalle de R et (u,)n>0 une suite réelle définie par uy € I et la relation
de récurrence u,11 = f(uy) avec f : I — R continue telle que f(I) C I.

Théoréme ( critére séquentiel de la continuité ) 3 : Soient I =|a,b[ et | € R.
Alors la fonction f : I — R est continue au point [ si et seulement si quelque soit
(un) € IV convergeant vers [, la suite f(u,) converge vers f(l).

Corollaire 4 : Si la suite (u,) d’éléments de I converge vers [ € I, alors néces-
sairement [ = f(I), donc [ est un point fixe de f.

1et upyr = ufl—un—?),
— 2 — 3. Comme f est continue, la limite éventuelle de (u,) vérifie

Ezxemple 5 : Pour la suite (u,),>o définie par uy =
on a f(x) = z?

I=12—-1-3,iel=—-1oul=3.

Proposition 6 : i) Si f est croissante sur I, alors la suite (u,) est monotone, dépen-
dant du signe de u; — ug.

i1) Si f est décroissante sur I, alors les suites extraites (uay) et (u2n41) sont mono-
tones de sens de variation opposés.

Exzemple 7 : On considére ug € I = [—7/2,7/2] et up41 = sin(u,). On trouve
déja que le seul point fixe de sin sur I est 0, donc si (u,) converge, c’est vers 0. En-
suite, comme la fonction sin est croissante sur I, on a que (uy) décroit si u; < ug (
donc si ug € [0,7/2] ) et croit si uy > ug ( donc si [—7/2,0] ). Comme (u,,) est bornée,
on en déduit que (un) converge vers 0 pour tout ug.

1.3 Récurrences linéaires a coeflicients constants

Définition 8 : On di qu’une suite (u,) & valeurs complexes vérifie une récurrence
linéaire ( homogeéne ) d’ordre h & coefficients constants si Vn > h,u, = aju,—1 +
agUp—9 + ... + apn—p avec (ay, ..., ap € C).
Proposition 9 : L’équation z" — a;z"~! — ... — a, = 0 s’appelle équation carac-
téristique de la récurrence. Si on note 71, ...,7, ses racines et aq, ..., 4 leur ordre de
multiplicité respectifs, alors I’ensemble des suites (u,,) vérifiant ’équation est I’ensemble
des suites de la forme u, = P1(n)r{ +...+ Py(n)ry, ot pour tout i, P; est un polynome
vérifiant deg(P;) < a.
Exzemple 10 : Soit ug,uy,a,b € C et Vn > 2, u, = aup_1 + bu,_o. L’équation
caractéristique correspondante est (E)z? —az — b= 0. On a alors :

e Si (E) posséde deux racines x1,xzo alors u, = Az} + uzxl avec ug = A + p et
Uy = Az + pxs.

e Si (E) posséde une racine double z alors u,, = (An + p)z™.

1.4 Quelques familles de suites classiques

Suites arithmétiques 11 : Ce sont les suites (u,) & valeurs dans un e.v E vérifiant
une relation de récurrence de la forme 4,41 = u,+a ot a € E. On a alors u,, = ug+na
pour tout n € N, avec a appelé la raison.

Suites géométriques 12 : Ce sont les suites & valeur dans K vérifiant une rela-
tion de récurrence de la forme wu,+1; = qu,. On a alors u,, = ¢"ug pour tout n € N et
on dit que ¢ est la raison. Si |¢| > 1, la suite (u,) diverge ; si |q| < 1, la suite (u,)
converge vers 0 ; si ¢ = 1, la suite (u,,) est constante.

Suites arithmético-géométriques 13 : Ce sont les suites a valeurs dans K vérifiant



une relation de récurrence de la forme wu,+1 = qu, +a. Si ¢ # 1, on a Vn € Nyu,, =
q"(ugp —r) +ravecr =a/l —q.

Récurrence homographique 14 : Ce sont les suites & valeurs dans K de la forme
Vn € Nyupy1 = h(uy,) avec h(z) = Zij:db,adf bd # 0, ou le dénominateur n’est jamais
annulé. On considére alors équation (E)h(z) =z < c2? — (a —d)x —b=0.

e Si (F) admet deux racines distinctes «, 8 alors on a Vn € N, #2=% — fn20=q oy

Up — B uo—p
— a—ac
k= he
e Si (E) admet une racine double a, alors ¥n € N, unl_a = uOl_a +knouk = ——.

2 Points fixes et suites récurrentes

2.1

Définition 15 : Soit XY deux espaces métriques et k € [0,1[. Ondit que f : X - Y
est k-contractante si d(f(u), f(v)) < kd(u,v) pour tout u,v € X. On dit aussi que f
est contractante.

Théoréme de point fixe

Théoréme ( de picard ) 16 : Soit f : X — X une application k-contractante
ou X un espace métrique complet. Alors

e f posséde un unique point fixe a.

e Pour tout g € X, (x,) définie par xg et x,11 = f(x,) converge vers a. De plus,
on a d(xy,,a) < %d(ml,xo).
Remarque 17 : Les trois hypothéses du théoréme sont essentielles. En effet,

e f(z) = x/2 est une 1/2-contraction de X =]0, 1] dans lui méme, mais n’a pas de
point fixe car X n’est pas complet.

e f(z) = Vz2 + 1 est une application de R dans R telle que |f(u) — f(v)| < |u—v|
si u # v, mais n’a pas de point fixe dans R car f n’est pas contractante.

e f(x) = x/2+4 1 est 1/2-contractante sur X = [0, 1], mais n’a pas de point fixe
dans X car f ne va pas de X dans X.

Corollaire ( Picard bis ) 18 : Soit (X, d) un espace métrique complet et f : X — X
ayant une itérée fP contractante. Alors f posséde un unique point fixe a et pour tout
xg € X, la suite (z,,) définie par x¢ et x,41 = f(2,,) converge vers a.

Remarque 19 : Le théoréme est faux si ’on suppose seulement d(f(z), f(y)) < d(z,y)
pour tout = # y. Cependant, dans un compact, une telle condition suffit & montrer
I’existence et I'unicité d’un point fixe.

2.2 Applications des suites récurrentes en algébre

Définition 20 : On appelle isobarycentres de z1,...,z, € C™ le nombre complexe
z1+t...+zn

n

Théoreme ( Déterminant circulant ) 21 : Soient ao, ..., an—1 des nombres com-
plexes. On pose w = e*7/™_ Alors

ao ai az an—1
an—1 ao ai Ap—2 n—1n—1
Qp—2 Ap—-1 G an—-3| = H E akwjk
: §=0 k=0
ay az as - ao

Théoréme 22 : Soit P un polygone du plan complexe dont les sommets
sont {z1, ...,z }. On définit alors par récurrence une suite de polygones
(Pr)k>0, avec Py = P, et ou les sommets de Pjy; sont les milieux des
arétes de P.
Alors la suite (Py) converge vers l'isobarycentre g de P avec g =
21+ ...+ 2p

- .

Dev 1

2.3 En probabilité

Soit X une variable aléatoire définie sur (€2, .4, P), a valeurs dans N.
Définition 23 : On appelle fonction génératrice de X, notée Gx, la fonction définie
pour s € R par

—+o00
Gx(s) =E[s*] =Y P(X = k)s*
k=0

lorsque la série converge.

Développement 24 : Soit (X,i)(n,i)enxn- une famille de variables aléa-
toires & valeur dans N indépendantes identiquement distribuées de loi
pr = P(X = k) pour k € N avec pg €]0, 1] et d’espérance m. On définit la
suite (Z,,) de la maniére suivante

Zn
VneEN, Znyi =Y Xni (Zny1=0 si Z,=0).

i=1

Dev 2
Zo=1 et ev

Enfin on note m, =P(Z, =0) et Py =P(In € N, Z,, =0).
Sim <1, P, =1 et le processus s’éteint presque surement.
Sim > 1, P,y < 1etilya une probabilité de survie non nul.




Remarque 25 : Ici Z,, modélise le nombre d’individus a la génération n et X, ; le nom-
bre de descendant de 'individu 7 & la n-iéme génération, m, la probabilité d’extinction
a la génération n et P,.,: la probabilité d’extinction de la population.

On étudie alors la descendance d’un seul individu et donc on pose Zy = 1.

Le développement nous dit alors que si la moyenne de descendant pour chaque indi-
vidus est inférieur ou égale a 1, alors la lignée va s’éteindre presque surement, et si
la moyenne est plus grande que 1, alors il y a une probabilité non nul que la lignée
survive.

3 Meéthodes de résolution d’équation

3.1 Méthode de Newton

Proposition 26 : Soit f : [c,d] — R une fonction de classe C?, ne s’annulant

qu’une fois sur [¢,d]. On pose alors la suite récurrente suivante : xy € [¢,d] et
Tyl = Ty — ]{,((21)) pour n € N*,
Alors en notant a ’unique zéro de f, on a :
o Il existe @ > 0 tel que si 9 € [ — a,a + «], alors la suite (z,,) converge de
maniére quadratique vers a : il existe C' > 0 telle que ¥n € N, |z,,11 —a| < Clz,, —al*.
e Si de plus f est strictement convexe avec f'(a) > 0, alors pour xg €]a, d], la suite
(z,) est strictement décroissante et converge vers le point a.

Remarque 27 : On peut méme utiliser la méthode de Newton pour trouver des
minimum. Si g : [¢,d] — R est strictement convexe et de classe C3, alors on peut
trouver son minimum en appliquant la méthode de Newton & la fonction f = ¢'.

Exzemple 28 : On fixe y > 0 et on prends f(z) = 22 —y. Alors la méthode de
Newton nous permet d’approcher ,/y.

3.2 Meéthode itérative pour résoudre AX = B

On cherches ici des méthodes itératives pour résoudre Au = b, ou A est inversible et b
un vecteur.

Définition ( Méthode itérative ) 29 : Supposons qu’on puisse trouvé une matrice
B et un vecteur c tels que I — B soit inversible, et que les solutions de u = Bu + ¢ soit
également solutions du probléme de départ. On se donne alors uy un vecteur initial,
et on pose (ug)r>o tel que

Uk+1 = Buy +c¢

On dit alors que la méthode itérative est convergente si (uy) converge pour tout ug vers
u, qui est solution de Au = b. La matrice B est appelée matrice de la méthode itérative.

Proposition 30 : Les propositions suivantes sont équivalentes :
1) la méthode itérative est convergente.
2) p(B) < 1.
3) ||B|| < 1 pour au moins une norme matricielle ||.|.

Application 31 : Supposons que 'on peut décomposer A sous la forme A = M — N
ou M est une matrice inversible et "facile & inverser" de tels sorte qu’il est facile de
résoudre Mu = b ( diagonale ou triangulaire ). Alors

Au=beou=M""Nu+ M 'b.

Avec B = M™'N =1 — M~'A, on a alors que I — B = M~'A est inversible et
en utilisant la méthode itérative avec donc upy; = M~'Nuy + M~1b, cela revient a
résoudre les systémes linéaires successifs :

Muk+1 = Nup +b,k>0

Remarque 32 : Cette méthode est la composantes principale des méthodes de Jacobi,
Gauss-Seidel et méthode itérative de relaxation, 3 variantes pour résoudre le probléme
de départ Au =b.

Remarque 33 : Les trois méthodes ont une complexité en O(n?).
Proposition 34 : En décomposant la matrice A de la foorme A = D — E — F (

voir ciarlet, trop relou de faire la matrice ) on peut résumer les méthodes dans le
tableau suivant ( voir a la fin )
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Nom de la Méthode Décomposition A=M-N Matrice M TN de la méthode itérative Description d’une itération
Jacobi A=D—-(E+F) J=D Y E+F)=I-D1A Dugy1 = (E+ F)up +b
Gauss-Seidel A=(D—-FE)-F L1=(D—-E)F (D — E)ugq1 = Fur +b
Relaxation A:(%—E)—(I*T‘”D—FF)NJ#O Ew:(%—E)_l(kTwD+F) (%—E)iLk+1=(kT“D+F)uk+b
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