FORMES DE HANKEL

THEOREME 1. [H2G2, PAGE 356] (FORMES DE HANKEL) Soit

P=a]](X —2)™ € R[X]

i=1

de degré n, avec les z; € C deux-a-deux distinctes. Notons pour tout k € N*|

t
S = E m,l‘f
i=1

la k®m¢ somme de Newton associée a P (par convention, so = n). Alors,

g:XeC— Y

0<i,j<n—1

Si+jX7;Xj eC

définit une forme quadratique gg sur R™, et si 'on note (p, ¢) la signature de gg,
— P posséde t = p + q racines complexes distinctes,

— P posséde r := p — g racines réelles distinctes.

1 Formes quadratique réelle

Pour commencer, il est clair que ¢, définie par un polynéme homogéne de degré 2,
est une forme quadratique sur C". De plus, les sommes de Newton sont réelles : en
effet, pour tout k£ € N*,

r r+s
sk = Zmle + Z m; (z¥ +7") € R.
i=1 i=r+1 N

Finalement, ¢ induit une forme quadratique gg sur R™.

2 Reéduction de Gauf3 sur C

* *

Notons (eq, ..., en—1) la base canonique de C", et (ef, ..., e%_;) sa base duale. On
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( g mkx?]) eje;
k=1

= >
0<i,j<n—1 \k
t n—1 2
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Il reste & montrer que les ¢ sont linéairement indépendantes. Pour cela, considé-
rons la matrice des coordonnées des ¢ dans la base des e} :

1 o 1
T NN Tt
M = € My (C).
x?._l . JC?._l

En extrayant le premier mineur de taille ¢, on obtient une matrice de Vandermonde,
inversible car les xj sont deux-a-deux distincts. Ainsi, la matrice M est de rang ¢, ce
qui prouve que la famille des ¢y, est libre sur C.

3 Réduction de Gaufl sur R

On peut écrire, en regroupant chaque racine complexe de P avec sa racine conju-
guée,

t
=S gl =
k=1

(o} +25%)
=2R(pk)? -2 (pr)?

Yomrgi+2 Y mi(Rlen)) =2 Y mi (S(pw)?

T ER S(xk)>0 S(xk)>0

Z mpr + Z my

TR ER S(xk)>0

Montrons que la famille

{or, 2 € R} U{R(pr), S(zk) > 0} U{S(pr), S(zx) > 0}



est libre. Quitte a réordonner les racines, on suppose que z1,...,z, € R, et que

Zpg1y. oy Trps (OU 7 + 28 = t) sont de parties imaginaires > 0. Considérons alors la
matrice
1 . 1 1 . 1 0 . 0
1 . xp R(xpg1) R(xrts) S(xpg1) S(Xpgs)
; : € My 4(C).
n.—l n.fl R 'n—l R ;L—l x(mn—1 xfn—1
) s Iy (xr+1 ) (xr+s ) \S(Z‘T+1 ) te \y(xr—i-s )

En effectuant les opérations
Vje[r+1,r+s],C; < Cj +iCjqs,
V] e [[7' + s,tﬂ,Cj <— 727;Cj,
Vj € [[T + S,tﬂ,Cj — Cj + Cj_s,

la matrice extraite de taille t en haut & gauche devient une matrice de Vandermonde
associée aux x;, qui est inversible car les x; sont deux-a-deux distincts. Ainsi, la
matrice considérée est de rang maximal ¢, ce qui prouve le résultat.

+t—r t—r t+r t—r
r = .
2 7 2 2 7 2

— P posséde t = p + ¢ racines complexes distinctes,

En définitive, la signature de gg est (p,q) =
On en déduit que

— P posséde r = p — g racines réelles distinctes.

4 Application : polynémes réels de degré 2

Soient a, b, c € R avec a # 0, et considérons le polynome

P=aX?+bX +ec.

Le degré de P est n = 2. Avec les notations qui précédent, on a sg = 2, s = —— et
a
b? — 2ac
s3 = ——5—. Ainsi,
a
b b% — 2ac
ar = 2X§ —2-XoX; + —5—X7.
a a
On peut appliquer ’algorithme de Gau8 & ¢g, et écrire

2 — dac

—ao(x,-Lx 2+b X2
== 07 2! 2a2 v

Ainsi,

— Si A = b% — 4ac > 0, la signature de gg est (2,0), et P posséde deux racines
réelles distinctes.

— Si A =0, la signature de gg est (1,0), et P posséde une racine réelle double.

— Si A < 0, la signature de gg est (1,1), et P posséde deux racines complexes
conjuguées non réelles.

Remarques

— Convient pour les legons 144, 170.

Complément : polynémes de degré 3
Soient p, ¢ € R*, et considérons le polynéme
P=X?+pX +q.

Le degré de P est n = 3. Avec les notations qui précédent, on a s9 = 3, s; = 0,
sy = —2p, 53 = —3q et 54 = 2p>. Ainsi,

qr = 3XZ — 2pX? +2p2 X7 — 69X, X5 — 4pXo Xo.

On peut appliquer 'algorithme de Gauf} a gg, et écrire

2p 2
qr =3 Xo*ng

Ainsi,

+ﬁ X, - 2 x 2+i(—4pi’>—27q2)X2
3 2 2p? ! 2p? L

— Si A= —4p? — 27¢% > 0, la signature de qg est (3,0), et P posséde trois racines
réelles distinctes.

— Si A = 0, la signature de gg est (2,0), et P posséde une racine réelle simple et
une racine réelle double.

— Si A < 0, la signature de gg est (2,1), et P posséde deux racines complexes
conjuguées non réelles ainsi qu’une racine réelle.
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