Legon 209 : Approximations d’une fonction par des fonctions
régulieres. Exemples et applications.

I Approximation par des polynomes

I.1 Approximation locale

Théoréeme 1. [Gou, p.75] (Formule de Taylor-Young) Soient n € N et
F : I — R une fonction de classe C™ sur un intervalle I. Soit a € I tel que
F+1(qa) existe. Alors, lorsque h — 0, on a:

hn+1
(n+1)!

hn

Fla+h) = F(a) + hF'(a) + .. + —["(a) + F (@) + o(hm ).

Exemple 2. [Gou, p.89] La formule de Taylor-Young permet d’obtenir facilement
des développements limités lorsque x — 0: e* =1+ x + %2 + ...+ %7: + o(z™).

Théoréeme 3. [Gou, p75] (Formule de Taylor avec reste intégral) Soient
n € N et une application f : [a,b] — R. Alors, pour tout x € [a,b]:

(x —a)™

o M (a) + Jb

n! a

=0 pore .

I.2 Approximations sur un compact

Définition-proposition 4. [Que, p.97] Soit f : [a,b] — R continue. On définit
wy module de continuité de f, ou, pour tout ¢ > 0:

wr(0) = sup{|f(u) = f(v)[; Ju—v[ <}

1. wy est croissante et wy(J) " 0;

2.V (51,527 u)f(51 + 52) < Wf((sl) +(Uf(52);
3. YA deRT, wf()\é) <A+ 1)0.)f((5>.

Théoreme 5. [Que, p.518] [DEV] Soit f : [0,1] — C une fonction continue.
On note w son module de continuité uniforme. Pour n = 1, on définit le n—eéme
polynome de Bernstein

Ve [0,1] Bo(f,z) = kiof (S) (Z) 2k (1 — z)n k.

Alors, (Bpn)nen converge uniformément vers f sur [0,1]. Plus précisément :

3 1
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Application 6. [Gou, p.286] Si f est continue et que pour tout n € N, on a
S(l) t"f(t)dt = 0, alors f est identiquement nulle sur [0, 1].

Hf - Bn||00 <

1.3 Interpolation de Lagrange

Soit f : [a,b] — R continue. Soit n € N*. Soient xg, z1, ..., £, n + 1 points de [a, b],
deux a deux distincts.

Définition 7. [Demai, p.22] Le polynéme d’interpolation (de Lagrange) de
f aux points zg, ..., T, est le polynome :

() =t

j;éixi — Xy

Théoréme 8. [Demai, p.22] P, est le seul polynéme de degré inférieur ou égal d
n tel que pour tout i € {1,...,n}, P,(x;) = f(z;).



Proposition 9. [Demai, p.24] (Estimation de Uerreur) On note w41 =
n

[T(X —z;). Si f estn+1 fois dérivable, on a une majoration de lerreur commise
j=0
par interpolation de Lagrange :

1f = Pallo < Hlmnsalleo [1F7FH loo-

1
(n+1)
Remarque 10. [Demai, p.24] Le terme & droite de I'inégalité précédente dépend
A la fois de la quantité ||f"*1]|, qui peut étre grand si f oscille trop vite, et de la

quantité ||m,4+1]], qui est liée & la répartition des points x; dans l'intervalle [a, b].

Remarque 11. [?, p.28] Si les points z; sont équidistants, on a

o))

II Produit de convolution

On notera LP(R) l'espace vectoriel normé des classes d’équivalence de fonctions
définies sur R & valeurs dans R muni de la norme :

s £ | [15@)Pds
R

Définition 12. [Hir, p.148] (Produit de convolution) Soient p, ¢ deux exposants
conjugués (% + % =1). Si fe LP(R) et g € LI(R), on définit le produit de convo-
lution de f et g, noté f % g par:

Ve R (f*g)(z) = fﬂx — y)g(y)dy.
R

Proposition 13. [Hir, p.148] La convolution est une forme bilinéaire symétrique.

Définition 14. [Can, p.290] (Théoréme de régularité) Soit ¢ € CE(R) et
f € LY(R), alors la fonction ¢ * f est infiniment dérivable sur R et on a

d"(p = f) = (d"p) * f.

Définition 15. [Hir, p.151] (Approximation de ’unité) On appelle approxi-
mation de I'unité toute suite (¢, )nen de L*(R) satisfaisant les propriétés:

1. VneN, ¢, =0 et ¢, (z)dz=1;

lim
n—>+oo{

2. Ve >0, § én(z)dz =0.

lz|>e}

Proposition 16. [Hir, p.152] Soient p € [1;0][, et (¢pn)nen une approximation de
lunité. Si f e LP, alors pour tout n e N, f % ¢, € LP et on a:

1+ @allp < [fllp et [If = F*ullpy =2 O

[Can, p.289] On note C;°(R) l'ensemble des fonctions continues & support com-
pact sur R.

Exemple 17. Soit ¢ € C%(R?) & support compact d’intégrale 1. Alors, la famille
(¢n)nen définie par

Vn e N,Vz e R, ¢,(x) = n%p(nz)
est une approximation de I'unité.
Théoréme 18. [Can, p.295] Pour toutp = 1, C(R) est dense dans (LP(R), ||.||,)-

Exemple 19. [Can, p.292] (Approximations des fonctions indicatrices) Soit

R —- R

e o 06—1/(1—1-2)]1]_171[(96)

ou C est la constante de normalisation de l'intégrale. On a ¢ appartient & C°(R).
Et alors f i 1y o[() est approchée par les ¢, * f dans L.



IIT Approximation de fonctions périodiques

Dans cette partie, C' désigne I’ensemble des fonctions continues sur R a valeurs dans
C et 2mr—périodiques. On munit C' de la norme

IIf\Im:igﬂglf(t)I: sup |f(t)].

o<t<2m

ITI.1 Série de Fourier

Définition 20. [Que, p.69] Soit p € [1; +oo[. LP(T) désigne l'espace vectoriel des
(classes de) fonctions f : R — C, 2m-périodiques et Lebesgure-mesurables telles que

I = (5 [ vrcorear)

soit la norme pour cet espace.

Définition 21. [Que, p.70] Soient f € LY(T) et n € Z. On définit le n—eme
coefficient de Fourier de f par:

1/p
< +00.
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en(f) f(t)e ™tdt.

=27T 0

La somme partielle d’indice N (> 0) est:

N
Sn(f) x> Y] ealf)e™.
n=—N

Définition 22. [Que, p71] Si f,g € L'(T), on définit le produit de convoluition de
f et g défini pour presque tout x € [0, 27]:

1

f*g(x)zg

21
fa — ()t
0
Théoréme 23. [Can, p.308] (Convergence dans L*) Soit f € L*(T). On a :

IS8 (f) = fll2 — 0.

N—+0

III.2 Convergence au sens de Fejér
Définition 24. [Que, p.77] Pour tout N = 0, le noyau de Dirichlet d’ordre N est

N N—1
défini par Dy(z) = Y, €™”. Le noyau de Fejer d'ordre N est Ky = « Y, Di(z).
k=0

n=—N

Proposition 25. [Que, p.76] Pour tout N = 1, le noyau de Fejér Kn vérifie:

sin(Nz)\ 2
L [[Knll =1 et Ky(x) = & (3208)° > 0;

2. on(f) = M = f* Ky (somme de Fejér d’indice N de f).
Théoréme 26. [Que, p.84] (Théoréme de convergence de Fejér) [DEV]
1. §i £ C, alors YN 2 1, [low(F)llo < [lflle et Jim [lon(f) ~ flloo = 0.

2.8 f e LP(T) ot 1 < p < o, alors YN = 1, |lon(H)llp < [Ifllp et
Jim flon(£) — fll, = .

Corollaire 27. Les polynomes trigonométriques sont denses dans LP(T)

Corollaire 28. Si f,g € L' sont telles que c,(f) = cn(g) pour tout n € N, alors
f = g presque partout.

II1.3 Convergence ponctuelle

Théoreme 29. [Gou, p.261] (Théoréme de Dirichlet) Si f est 2m—périodique

et continue et C par morceauz alors pour tout x € R Sy (f)(x) o %
—0

Exemple 30. [Gou, p.261] Le théoréme de Dirichlet nous permet de calculer des
sommes nos triviales. En considérant f : R — R la fonction 2r—périodiques égale
a1 —22/7? sur [—7, 7], on peut montrer que :

+00 2 +00 2

1 T 1 T
2n2 =5 °t Z(Qn_l)Q =3
n=0 n=0



Théoreme 31. [Gou, p.424] (Banach-Steinhaus) Soit E un Banach et F un
espace vectoriel normé. Soit (T;)er une famille quelconque de L.(E, F).

Si : Va € E,sup |T;(z)| < +o0
iel

Alors : sup ||T;|| < +©
iel

Corollaire 32. [Gou, p.425] Il existe une série de Fourier divergente en 0.

IV Annexe: ce que I’on aurait pu inclure

Le théoreme de Runge est un peu dans la limite du cadre de cette lecon (mais peut
faire I'objet d’un développement).

Théoréme 33. [Que2, p.124] (Théoréme de Runge) Soit K un compact de C
de complémentaire connexe. Soit a € K¢. Alors:

est limite uniforme sur K de polynémes.

Dans la premieére partie, on aurait pu inclure une sous-partie sur les polynémes
orthogonaux (toutes les notions suivantes ont été prises dans Objectif agrégation de
V. Beck, J. Malick, G. Peyre).

Définition 34 (p.110). Soit I un intervalle de R. On dit que p : I — R est une
fonction poids si elle est mesurable, strictement positive et telle que

Vn e N, J |z|" p(z)dz < +c0.
I

Définition 35 (p.107). Soit (H, < . >) un espace de Hilbert. On dit qu’une famille
(ei)ier est une base hilbertienne de H si elle est :

o orthonormée (Vi,j e I, <e;,e; >=0);
o totale (H = Vect(e;,i € I).)

Définition 36 (p.110). On appelle famille des polynémes orthogonaux associé a la
fonction poids p la famille (P,)nen de polyndmes obtenue en appliquant le procédé
d’orthogonalisation de Gram-Schmidt & la famille (X™),en-

Théoréeme 37 (p.112). (Base hilbertienne de polynémes orthogonaux) Soit
I < R un intervalle, p : I — R une fonction poids. S’il existe a > 0 tel que
SI e“l*lp(z)dx < +o0, alors la famille des polynémes orthogonauz associé o p forme
une base hilbertienne de L*(1, p).
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