
Leçon 209 : Approximations d’une fonction par des fonctions
régulières. Exemples et applications.

I Approximation par des polynômes

I.1 Approximation locale

Théorème 1. [Gou, p.75] (Formule de Taylor-Young) Soient n P N et
F : I Ñ R une fonction de classe Cn sur un intervalle I. Soit a P I tel que
F pn`1qpaq existe. Alors, lorsque h Ñ 0, on a:

F pa ` hq “ F paq ` hF 1paq ` ... `
hn

n!
fnpaq `

hn`1

pn ` 1q!
f pn`1qpaq ` ophn`1q.

Exemple 2. [Gou, p.89] La formule de Taylor-Young permet d’obtenir facilement

des développements limités lorsque x Ñ 0: ex “ 1 ` x ` x2

2 ` ... ` xn

n! ` opxnq.

Théorème 3. [Gou, p75] (Formule de Taylor avec reste intégral) Soient
n P N et une application f : ra, bs Ñ R. Alors, pour tout x P ra, bs:

fpxq “ fpaq ` px ´ aqf 1paq ` ... `
px ´ aqn

n!
f pnqpaq `

ż b

a

px ´ tqn

n!
f pn`1qptqdt.

I.2 Approximations sur un compact

Définition-proposition 4. [Que, p.97] Soit f : ra, bs Ñ R continue. On définit
ωf module de continuité de f , où, pour tout δ ě 0:

ωf pδq “ supt|fpuq ´ fpvq|; |u ´ v| ď δu.

1. ωf est croissante et ωf pδq ÝÑ
δÑ0

0;

2. @ δ1, δ2, ωf pδ1 ` δ2q ď ωf pδ1q ` ωf pδ2q;

3. @λ, δ P R`, ωf pλδq ď pλ ` 1qωf pδq.

Théorème 5. [Que, p.518] [DEV] Soit f : r0, 1s Ñ C une fonction continue.
On note ω son module de continuité uniforme. Pour n ě 1, on définit le n´ème
polynôme de Bernstein

@x P r0, 1s Bnpf, xq “

n
ÿ

k“0

f

ˆ

k

n

˙ ˆ

n

k

˙

xkp1 ´ xqn´k.

Alors, pBnqnPN converge uniformément vers f sur r0, 1s. Plus précisément :

||f ´ Bn||8 ď
3

2
ω

ˆ

1
?
n

˙

.

Application 6. [Gou, p.286] Si f est continue et que pour tout n P N, on a
ş1

0
tnfptqdt “ 0, alors f est identiquement nulle sur r0, 1s.

I.3 Interpolation de Lagrange

Soit f : ra, bs Ñ R continue. Soit n P N˚. Soient x0, x1, ..., xn n` 1 points de ra, bs,
deux à deux distincts.

Définition 7. [Demai, p.22] Le polynôme d’interpolation (de Lagrange) de
f aux points x0, ..., xn est le polynôme :

Pn “

n
ÿ

i“0

fpxiq
ź

j‰i

X ´ xj

xi ´ xj
.

Théorème 8. [Demai, p.22] Pn est le seul polynôme de degré inférieur ou égal à
n tel que pour tout i P t1, ..., nu, Pnpxiq “ fpxiq.
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Proposition 9. [Demai, p.24] (Estimation de l’erreur) On note πn`1 “
n

ś

j“0

pX ´xjq. Si f est n`1 fois dérivable, on a une majoration de l’erreur commise

par l’interpolation de Lagrange :

||f ´ Pn||8 ď
1

pn ` 1q!
||πn`1||8 ||fn`1||8.

Remarque 10. [Demai, p.24] Le terme à droite de l’inégalité précédente dépend
à la fois de la quantité ||fn`1||, qui peut être grand si f oscille trop vite, et de la
quantité ||πn`1||, qui est liée à la répartition des points xi dans l’intervalle ra, bs.

Remarque 11. [?, p.28] Si les points xi sont équidistants, on a

||πn`1|| “ O

˜

ˆ

b ´ a

e

˙n`1
¸

.

II Produit de convolution

On notera LppRq l’espace vectoriel normé des classes d’équivalence de fonctions
définies sur R à valeurs dans R muni de la norme :

||.||p : f ÞÑ

¨

˝

ż

R

|fpxq|pdx

˛

‚

1
p

Définition 12. [Hir, p.148] (Produit de convolution) Soient p, q deux exposants
conjugués ( 1p ` 1

q “ 1q. Si f P LppRq et g P LqpRq, on définit le produit de convo-
lution de f et g, noté f ˚ g par:

@x P R pf ˚ gqpxq “

ż

R

fpx ´ yqgpyqdy.

Proposition 13. [Hir, p.148] La convolution est une forme bilinéaire symétrique.

Définition 14. [Can, p.290] (Théorème de régularité) Soit φ P C8
K pRq et

f P L1pRq, alors la fonction φ ˚ f est infiniment dérivable sur R et on a

dnpφ ˚ fq “ pdnφq ˚ f.

Définition 15. [Hir, p.151] (Approximation de l’unité) On appelle approxi-
mation de l’unité toute suite pϕnqnPN de L1pRq satisfaisant les propriétés:

1. @n P N, ϕn ě 0 et
ş

ϕnpxqdx=1;

2. @ε ą 0, lim
nÑ`8

ş

t|x|ąεu

ϕnpxqdx “ 0.

Proposition 16. [Hir, p.152] Soient p P r1;8r, et pϕnqnPN une approximation de
l’unité. Si f P Lp, alors pour tout n P N, f ˚ ϕn P Lp et on a:

||f ˚ ϕn||p ď ||f ||p et ||f ´ f ˚ ϕn||p ÝÑ
nÑ`8

0.

[Can, p.289] On note C8
k pRq l’ensemble des fonctions continues à support com-

pact sur R.

Exemple 17. Soit φ P C8
K pRdq à support compact d’intégrale 1. Alors, la famille

pφnqnPN définie par

@n P N,@x P Rd, φnpxq “ ndφpnxq

est une approximation de l’unité.

Théorème 18. [Can, p.295] Pour tout p ě 1, C8
k pRq est dense dans pLppRq, ||.||pq.

Exemple 19. [Can, p.292] (Approximations des fonctions indicatrices) Soit

φ :
R Ñ R
x ÞÑ Ce´1{p1´x2

q1s´1,1rpxq

où C est la constante de normalisation de l’intégrale. On a φ appartient à C8
k pRq.

Et alors f :ÞÑ 1s1,2rpxq est approchée par les φn ˚ f dans L1.
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III Approximation de fonctions périodiques

Dans cette partie, C désigne l’ensemble des fonctions continues sur R à valeurs dans
C et 2π´périodiques. On munit C de la norme

||f ||8 “ sup
tPR

|fptq| “ sup
0ďtď2π

|fptq|.

III.1 Série de Fourier

Définition 20. [Que, p.69] Soit p P r1;`8r. LppTq désigne l’espace vectoriel des
(classes de) fonctions f : R Ñ C, 2π-périodiques et Lebesgure-mesurables telles que

||f ||p “

ˆ

1

2π

ż 2π

0

|fptq|pdt

˙1{p

ă `8.

soit la norme pour cet espace.

Définition 21. [Que, p.70] Soient f P L1pTq et n P Z. On définit le n´ème
coefficient de Fourier de f par:

cnpfq “
1

2π

ż 2π

0

fptqe´intdt.

La somme partielle d’indice N (ě 0) est:

SN pfq : x ÞÑ

N
ÿ

n“´N

cnpfqeinx.

Définition 22. [Que, p71] Si f, g P L1pTq, on définit le produit de convoluition de
f et g défini pour presque tout x P r0, 2πs:

f ˚ gpxq “
1

2π

ż 2π

0

fpx ´ tqgptqdt.

Théorème 23. [Can, p.308] (Convergence dans L2) Soit f P L2pTq. On a :

||SN pfq ´ f ||2 ÝÑ
NÑ`8

0.

III.2 Convergence au sens de Fejér

Définition 24. [Que, p.77] Pour tout N ě 0, le noyau de Dirichlet d’ordre N est

défini parDN pxq “
N
ř

n“´N

einx. Le noyau de Fejer d’ordreN estKN “ 1
N

N´1
ř

k“0

Dkpxq.

Proposition 25. [Que, p.76] Pour tout N ě 1, le noyau de Fejér KN vérifie:

1. ||KN ||1 “ 1 et KN pxq “ 1
N

` sinpNxq

sinpx{2q

˘2
ě 0;

2. σN pfq :“ S0pfq`...`SN´1pfq

N “ f ˚ KN (somme de Fejér d’indice N de f).

Théorème 26. [Que, p.84] (Théorème de convergence de Fejér) [DEV]

1. Si f P C, alors @N ě 1, ||σN pfq||8 ď ||f ||8 et lim
NÑ8

||σN pfq ´ f ||8 “ 0.

2. Si f P LppTq où 1 ď p ă 8, alors @N ě 1, ||σN pfq||p ď ||f ||p et
lim

NÑ8
||σN pfq ´ f ||p “ 0.

Corollaire 27. Les polynômes trigonométriques sont denses dans LppTq

Corollaire 28. Si f, g P L1 sont telles que cnpfq “ cnpgq pour tout n P N, alors
f “ g presque partout.

III.3 Convergence ponctuelle

Théorème 29. [Gou, p.261] (Théorème de Dirichlet) Si f est 2π´périodique

et continue et C1 par morceaux alors pour tout x P R SN pfqpxq ÝÑ
NÑ8

fpx`q`fpx´q

2 .

Exemple 30. [Gou, p.261] Le théorème de Dirichlet nous permet de calculer des
sommes nos triviales. En considérant f : R Ñ R la fonction 2π´périodiques égale
à 1 ´ x2{π2 sur r´π, πs, on peut montrer que :

`8
ÿ

n“0

1

n2
“

π2

6
et

`8
ÿ

n“0

1

p2n ´ 1q2
“

π2

8

.
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Théorème 31. [Gou, p.424] (Banach-Steinhaus) Soit E un Banach et F un
espace vectoriel normé. Soit pTiqiPI une famille quelconque de LcpE,F q.

Si : @x P E, sup
iPI

}Tipxq} ă `8

Alors : sup
iPI

}|Ti}| ă `8

Corollaire 32. [Gou, p.425] Il existe une série de Fourier divergente en 0.

IV Annexe: ce que l’on aurait pu inclure

Le théorème de Runge est un peu dans la limite du cadre de cette leçon (mais peut
faire l’objet d’un développement).

Théorème 33. [Que2, p.124] (Théorème de Runge) Soit K un compact de C
de complémentaire connexe. Soit a P Kc. Alors:

z ÞÑ
1

z ´ a
est limite uniforme sur K de polynômes.

Dans la première partie, on aurait pu inclure une sous-partie sur les polynômes
orthogonaux (toutes les notions suivantes ont été prises dans Objectif agrégation de
V. Beck, J. Malick, G. Peyre).

Définition 34 (p.110). Soit I un intervalle de R. On dit que ρ : I Ñ R est une
fonction poids si elle est mesurable, strictement positive et telle que

@n P N,
ż

I

|x|nρpxqdx ă `8.

Définition 35 (p.107). Soit pH,ă . ąq un espace de Hilbert. On dit qu’une famille
peiqiPI est une base hilbertienne de H si elle est :

• orthonormée (@i, j P I, ă ei, ej ą“ 0);

• totale (H “ V ectpei, i P Iq.q

Définition 36 (p.110). On appelle famille des polynômes orthogonaux associé à la
fonction poids ρ la famille pPnqnPN de polynômes obtenue en appliquant le procédé
d’orthogonalisation de Gram-Schmidt à la famille pXnqnPN.

Théorème 37 (p.112). (Base hilbertienne de polynômes orthogonaux) Soit
I Ă R un intervalle, ρ : I Ñ R une fonction poids. S’il existe α ą 0 tel que
ş

I
eα|x|ρpxqdx ă `8, alors la famille des polynômes orthogonaux associé à ρ forme

une base hilbertienne de L2pI, ρq.
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